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 CHƯƠNG I. HÀM SỐ VÀ GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

1.1. Khái niệm hàm số 

Trong lĩnh vực khoa học chúng ta thường gặp các đại lượng đo được bằng số. 

Khi nghiên cứu quy luật thay đổi giá trị của các đại lượng đó, người ta thường dùng 

chữ để ký hiệu số đo của chúng. Chẳng hạn, trong vật lý chúng ta dùng chữ  U để ký 

hiệu điện thế của dòng điện, R để ký hiệu điện trở, ... Người ta phân tích quy luật thay 

đổi giá trị của các đại lượng đo được bằng số có quan hệ với nhau như: sự thay đổi giá 

trị của đại lượng này kéo theo sự thay đổi giá trị của đại lượng kia theo một quy luật 

nhất định. Chẳng hạn, hiệu điện thế thay đổi thì cường độ dòng điện thay đổi theo. Sự 

phụ thuộc của đại lượng này vào các đại lượng khác thường được biểu diễn dưới dạng 

hàm số. 

 Ta xét các ví dụ sau: 

1. Diện tích S  của hình tròn phụ thuộc vào bán kính r  của nó theo công thức 
2rS = . Mỗi số dương r  sẽ cho một giá trị duy nhất S , ta nói S là hàm của r . 

2. Nhiệt lượng tỏa ra trên dây dẫn phụ thuộc vào điện trở của dây, cường độ 

dòng điện và thời gian dẫn điện theo công thức tRIQ 2=  . Cứ mỗi bộ ba số tIR ,,  sẽ 

cho một giá trị duy nhất Q , ta nói Q  là hàm của tIR ,,  

Định nghĩa. Cho )(, YX là hai tập hợp số. Một hàm số f từ X đến Y là một quy tắc 

đặt tương ứng  mỗi giá trị Xx  với một và chỉ một giá trị .Yy  

Ký hiệu: )(,: xfxYXf →  hoặc )(xfy =  

Tập hợp X được gọi là miền xác định ( MXĐ) của hàm số f . Số y tương ứng 

với số x  theo quy tắc f được gọi là giá trị của hàm số f  tại điểm x , ký hiệu là )(xf . 

Tập hợp các giá trị của )(xf , Xx gọi là miền giá trị của hàm số, ký hiệu )(Xf . Nói 

chung YXf )( . Xx  gọi là biến số độc lập ( hay đối số ), Yy  gọi là biến số phụ 

thuộc (hay hàm số ). 

Nếu ,X R Y R   thì f  được gọi là hàm số một biến số thực. 

Nếu ,X C Y C   thì f  được gọi là hàm số một biến số phức. 

Nếu ,nX R Y R   thì f  được gọi là hàm số nhiều biến số thực. 

trong đó một phần tử nRx  là một bộ số thực ( )nxxx ,...,, 21  

nxxx ,...,, 21  là các biến độc lập. 

Trong trường hợp 2=n , người ta thường dùng ký hiệu ),( yxfz = . 

Một hàm số )(xfy =  có thể cho bằng các phương pháp khác nhau, tùy theo f  

chỉ cách tương ứng giữa Xx  và .Yy  

 Nếu f  chỉ các quy tắc nhất định để ứng với mỗi x  ta có một giá trị )(xf  thì f  

gọi là được cho bằng một công thức hay một biểu thức giải tích. Khi đó miền xác định 

của hàm số là tập hợp các giá trị của biến số làm cho biểu thức giải tích đó có nghĩa 

Ví dụ 1.1. 

   1. 2xy =  có MXĐ RX =  

           2. )1ln( 2xy −=  có MXĐ )1,1(=X  

           3. 2 21 x y− −  có MXĐ là hình tròn tâm O bán kính bằng 1. 
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Một hàm số có thể được cho dưới dạng miền xác định gồm các tập con rời nhau 

và trên mỗi tập con đó quy tắc xác định giá trị tương ứng của hàm số tại mỗi điểm  

được biểu diễn bằng một biểu thức riêng. 

Ví dụ 1.2.  







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xkhi

tkhi
tH           

( Hàm này được gọi là hàm Heaviside, đặt theo tên của một kỹ sư điện Oliver 

Heaviside,được sử dụng trong việc nghiên cứu các mạch điện,cho sự biến đổimột cách 

đột ngột của dòng điện hoặc điện áp ngay khi một công tắc được bật lên )                 

         
Ngoài phương pháp cho bằng một công thức thường dùng trong giải tích, một 

hàm số có thể cho bằng những phương pháp khác nhau,chẳng hạn cho bằng một bảng 

tương ứng giữa  Xx  , Yy  như các bảng số thường dùng. 

Về tương quan hàm số, ngoài cách cho dưới dạng “hiển” )(xfy =  người ta còn 

cho hàm số dưới dạng sau: 

a) Cho dưới dạng ẩn. 

Hàm ẩn một biến. Cho y  là hàm của biến  x  được biểu diễn dưới dạng phương 

trình: 0),( =yxF  

 Hàm ẩn n biến. Cho y  là hàm của các biến nxxx ,...,, 21  được biểu diễn dưới 

dạng phương trình: 0),,...,,( 21 =yxxxF n  

Ví dụ 1.3.  

Cho hàm ẩn ( )y f x=  được xác định bởi phương trình: )1ln( 2 ++= yey xy  

Cho hàm ẩn ),( yxfz = được  xác định bởi phương trình :       

                  064232 222 =−++++ zyxzyx  

 b) Cho bởi phương trình tham số. Cho y  là hàm của x , nhưng cả y  và x  đều 

biểu diễn qua một biến trung gian. 

Ví dụ 1.4.  

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c) Cho dưới dạng tọa độ cực.  

Ngoài hệ tọa độ Đề các vuông góc, người ta còn dùng hệ tọa độ cực.  

Trong mặt phẳng lấy 1 điểm O làm gốc, nửa đường thẳng đi qua gốc O và trên 

đó chọn một chiều dương từ trái sang phải.  

Xét điểm M trong mặt phẳng. 

Ký hiệu: OM r= , và góc )20(   là 

 góc lập bởi OM  và Ox .   gọi là góc cực, r  gọi là  

bán kính cực. Cặp giá trị ( ),r   được gọi là tọa độ 

cực của điểm M. Hệ gồm điểm O và trục Ox gọi là 

hệ tọa độ cực. 

Dễ thấy rằng giữa tọa độ cực và tọa độ  

Đềcác có mối liên hệ:  
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2 2cos ,x r r x y= = +        

sin , arctan
y

y r
x

 = =   

Mối liên hệ giữa r  và   được gọi là hàm số cho trong tọa độ cực. 

 Theo công thức liên hệ trên, từ phương trình tọa độ cực có thể đưa về phương 

trình ( , ) 0F x y =  của nó và ngược lại. 

Ví dụ 1.5. Xét hàm số:  2 cos ( 0)r R R=   

 Thay 2 2

2 2
, cos

x x
r x y

r x y
= + = =

+
 , ta có: 

 2 2 2 0x y Rx+ − =  . Vậy trong hệ tọa độ cực 2 cosr R = là phương trình của 

đường tròn tâm ( ),0R , bán kính R . 

1.2.    Hàm số một biến số thực. 

1.2.1. Đồ thị của hàm số. 

Xét hàm số )(xfy =  xác định trên X . Ta gọi đồ thị của hàm số f là tập hợp tất 

cả các điểm ),( yxM  của mặt phẳng tọa độ có hoành độ Xx ,tung độ )(xfy = . 

Ví dụ 1.6.  

  a) baxy += : đồ thị là một đường thẳng. 

b) 0,2 ++= axbxaxy : đồ thị là một parabol 

c) 
x

a
y = : đồ thị là một hypebol 

    Chú ý. Một hàm số cũng có thể được cho bằng đồ thị của nó. Khi đó mỗi điểm 

của đồ thị sẽ cho cách tương ứng giữa  Xx  và Yy . 

Người ta sử dụng đồ thị để minh họa bằng hình ảnh các đặc trưng cơ bản của sự 

phụ thuộc hàm số giữa các biến số. Nhìn vào đồ thị ta dễ dàng quan sát xu hướng biến 

thiên của hàm số khi biến độc lập thay đổi giá trị. 

1.2.2. Hàm số ngược 

Xét hàm số )(xfy =  với miền xác định X  và miền giá trị Y . Nếu với mỗi giá 

trị Yy  chỉ tồn tại duy nhất một giá trị Xx  sao cho yxf =)( , tức là phương trình 

yxf =)(  có một nghiệm duy nhất x  trong miền X  nên có thể đặt tương ứng một phần 

tử Yy  với một phần tử Xx . Phép đặt tương ứng đó xác định một hàm số từ Y  

sang X , hàm số này được gọi là hàm số ngược của hàm f  và được ký hiệu là 

XYf →− :1 , nghĩa là: 

),(: 11 yfxyf −− =  trong đó y  là biến độc lập và x  là hàm số. 

Từ định nghĩa hàm số ngược, ta có: )()( 1 yfxxfy −==  

Trong toán học, ta thường dùng ký hiệu x  để chỉ biến độc lập và ký hiệu y  để 

chỉ hàm số. Do vậy thay cho cách viết hàm ngược dưới dạng )(1 yfx −= , ta viết 

)(1 xfy −=  

  Ví dụ 1.7. 

a) 12 += xy  có hàm số ngược là 
2

1−
=

x
y . 

b) 2xy =  với 0y , phương trình yx =2  có 2 nghiệm. Suy ra hàm số 2xy =  

không có hàm số ngược trên R. 

c) xay =  có hàm số ngược là xy alog= . 
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d) 3xy =   có hàm số ngược là 3 xy =  

Điểm ),( yxM  thuộc đồ thị hàm số )(1 xfy −=  khi và chỉ khi ),(' xyM thuộc đồ 

thị )(xfy = . Trên mặt phẳng tọa độ hai điểm ', MM  đối xứng nhau qua đường phân 

giác thứ nhất. Từ đó đi đến kết luận:  

Đồ thị của hàm số ngược )(1 xfy −=  đối xứng với đồ thị của hàm số )(xfy =  

qua đường phân giác thứ nhất. 

Hàm số ngược của các hàm số lượng giác: 

1. Hàm số xy sin=  với miền xác định 







−=

2
,

2


X  có hàm ngược là hàm số 

xy arcsin=  có miền xác định  1,1−=X . yxxy sinarcsin ==  

2. Hàm số xy cos=  với miền xác định  ,0=X  có hàm ngược là hàm số 

xy arccos=  có miền xác định  1,1−=X . yxxy cosarccos ==  

3. Hàm số xy tan=  với miền xác định 







−=

2
,

2


X  có hàm ngược là hàm số 

xy arctan=  có miền xác định RX = . yxxy tanarctan ==  

4. Hàm số xy cot=  với miền xác định ( ),0=X  có hàm ngược là hàm số 

xarcy cot=  có miền xác định RX = . yxxarcy cotcot ==  

Quy ước: 
2

)arctan(,
2

)arctan(


−=−=+  

                =−=+ )cot(,0)cot( arcarc  

1.2.3. Hàm số hợp. 

Cho hàm số :g X Y→  và hàm số :f Y Z→  với , ,X R Y R Z R   . Khi đó 

hàm số ZXh →:  được định nghĩa bởi:  ( ) ( ) ,h x f g x x X=   được gọi là hàm hợp của 

hàm số f  và hàm số g . 

Ký hiệu:  )()( xgfxh =  hay Xxxfogxh = ),)(()(  

Ví dụ 1.8.  1: 2 +xxf  ;  xxg sin:   

          1)(sin))(( 2 += xxfog  

1.2.4. Các loại hàm đặc biệt 

a)  Hàm số đơn điệu. 

Cho hàm số )(xfy =  trong miền X , )(xf  gọi là đơn điệu không giảm ( không 

tăng) trong X  nếu: ))()(()()(,, 21212121 xfxfxfxfxxXxx  . 

Trường hợp không có dấu ‘=’, )(xf  gọi là đơn điệu tăng ( giảm ) trong X . 

Ví dụ 1.9. 

 a) Hàm số 2xy =  đơn điệu giảm trên khoảng ( )0,−  và đơn điệu tăng ( )+,0 . 

   b) Hàm số 
x

y
1

=  đơn điệu giảm trên các khoảng ( )0,−  và ( )+,0  

b. Hàm số chẵn,lẻ. 

Giả sử RX  , X  nhận gốc O làm tâm đối xứng.  

Hàm )(xf  được gọi là chẵn nếu : Xxxfxf =− ),()( là lẻ nếu )()( xfxf −=− . 

Rõ ràng đồ thị của hàm số chẵn đối xứng qua trục oy , đồ thị hàm số lẻ đối xứng 

qua gốc tọa độ. 

Ví dụ 1.10. 

 a) xyxy == ,sin là các hàm số lẻ 
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  b) 2,cos xyxy == là các hàm số chẵn 

c)  Hàm số tuần hoàn 

Hàm số )(xf  gọi là hàm tuần hoàn trên X , nếu tồn tại hằng số dương p  sao 

cho ),()( xfpxf =+ Xx . 

Số dương T bé nhất trong các số p gọi là chu kì của )(xf . 

Ví dụ 1.11. 

a) Các hàm số xyxy cos,sin ==  tuần hoàn với chu kì 2 . 

  b) Các hàm số xyxy cot,tan ==  tuần hoàn với chu kì   

  c)  Hàm số xy sin=  tuần hoàn với chu kì 


2
 

 1.2.5.Các hàm số sơ cấp  

a) Các hàm số sơ cấp cơ bản 

1. Hàm lũy thừa )(, constRxy ==   

Miền xác định của hàm số phụ thuộc vào  , chẳng hạn Nn=  hoặc 

n
n

,
1


=  lẻ thì y  xác định .Rx  Nhưng n

n
,

1
=  chẵn thì y  chỉ xác định 0x . 

Rõ ràng yR,  xác định 0x . 

           2. Hàm số mủ 1,0, = aaay x  

  Hàm số mủ xác định Rx  và luôn dương.  

      Nếu 1a  thì hàm số đơn điệu tăng. Nếu 1a  thì hàm số đơn điệu giảm. 

     3. Hàm logarit 1,0,log = aaxy a  

  Hàm logarit xác định Rxx  ,0 .  

       Nếu 1a  thì hàm số đơn điệu tăng. Nếu 1a  thì hàm số đơn điệu giảm. 

           4. Các hàm lượng giác.  

  Các hàm số xyxy cos,sin ==  xác định .Rx  

  Hàm số xy tan=  xác định  kkx ,  

  Hàm số xy cot=  xác định  kkx ,
2


 

            5. Các hàm lượng giác ngược 

Các hàm số xyxy arccos,arcsin ==  xác định  1,1−x  

Các hàm số xyxy arccos,arctan ==  xác định .Rx  

b. Các hàm số sơ cấp 

Cho 2 hàm số f  và g , gọi tổng của f  và g , viết gf + , hiệu viết gf − , tích 

viết fg  và thương viết là 
g

f
 là các hàm số được định nghĩa như sau: 

          

( )

)(

)(
)(

)().())((

)()())((

)()()(

xg

xf
x

g

f

xgxfxfg

xgxfxgf

xgxfxgf

=








=

−=−

+=+

 

Định nghĩa. Ta gọi hàm số sơ cấp là những hàm số được tạo thành bởi một số 

hữu hạn các phép toán số học ( cộng, trừ, nhân, chia ), các phép lấy hàm số hợp đối 

với các hàm số sơ cấp cơ bản và các hằng. 

Ví dụ 1.12. Các hàm hyperbole được ký hiệu và xác định như sau: 
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thx
y

chx

shx
thxy

ee
chxy

ee
shxy

xxxx

1
coth;

2
;

2

====

+
==

−
==

−−

 

là các hàm số sơ cấp, gọi là Sin-hyperbole; cosin- hyperbole; tg-hyperbole; cotg-

hyperbole. 

Các hàm này xác định Rx , trừ xy coth=  không xác định khi 0=x .  

Các hàm hyperbole có các tính chất tương tự như hàm lượng giác. 

( )
( ) chxshxxshchxshyshxchyyxsh

xshxchxchshxshychxchyyxch

x
xsh

xth
xch

xshxch

22,

2,

coth
1

;1
1

;1

22

2

2

2

2

22

==

+==

=−==−

 

Trong các hàm số sơ cấp, ta chú ý đến 2 loại hàm số: Hàm đa thức và hàm số 

hữu tỉ. 

Hàm đa thức: 2

0 1 2( ) ... , , 1, , 0.n

n n i nP x a a x a x a x a R i n a= + + + +  =   

Hàm hữu tỉ: 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf = , trong đó )(),( xQxP  là các đa thức. 

1.3. Giới hạn và sự liên tục của hàm số một biến số thực 

1.3.1. Khái niệm giới hạn của hàm số. 

Định nghĩa 1. Cho hàm số )(xfy =  xác định trong miền X . Số L ( hữu hạn ) 

gọi là giới hạn của )(xf  khi x  dần tới 0x  và viết là LxfLim
xx

=
→

)(
0

 nếu với bất kì 0  

cho trước tìm được 0  sao cho khi − 00 xx  thì − Lxf )( . 

Ví dụ 1.13.  Cho xxf =)( . Chứng minh 0)(
0

xxfLim
xx

=
→

 

Thật vậy, cho trước 0  chỉ cần chọn  =  thì khi  − 0xx   

thì  =−=− 00)( xxxxf  

Định nghĩa 2. Số L  gọi là giới hạn của )(xf , khi x  dần tới 0x  nếu với mọi dãy 

 nx  X , 0xxn   mà 0xxn →  thì  Lxf n →)(  

Định nghĩa này gọi là định nghĩa theo ngôn ngữ “dãy”, còn định nghĩa 1 gọi là 

định nghĩa theo ngôn ngữ ","  . 

Chú ý. Nếu LxfLim
xx

=
→

)(
0

 thì L  là duy nhất. 

Ví dụ 1.14.  Chứng minh 
x

Lim
x

1
sin

0→
 không tồn tại 

Theo định nghĩa, chỉ cần chỉ ra 2 dãy    nn ba , , 0,0 →→ nn ba  mà 

n
n

n
n b

Lim
a

Lim
1

sin
1

sin
→→

  

Xét dãy:  0

)
2

1
2(

1
→

+

=

n

an  

                           0
2

1
→=

n
bn  

Khi đó:  1
2

1
2

1
sin =








+=

→→
nLim

a
Lim

n
n

n
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n

nn
n

n b
LimnLim

b
Lim

1
sin02

1
sin

→→→
==   

Vậy 
x

Lim
x

1
sin

0→
 không tồn tại. 

Chú ý. Định nghĩa trên không đòi hỏi )(xf  phải xác định tại 0x . Có trường hợp 

)(xf  không xác định tại 0x  nhưng vẫn có giới hạn tại đó.  

Chẳng hạn xét : 
x

x
Lim
x

2

0→
 

Để ý rằng điểm 0x =   không thuộc miền xác định của 
x

x
xf

2

)( = . Nhưng với 0x  thì 

xxf =)( . Do vậy dùng kết quả của ví dụ 1.13 suy ra 0)(
0

=
→

xfLim
x

 

1.3.2. Giới hạn một phía. 

Trong các định nghĩa trên ta xét 0xx →  một cách bất kì. 

 Nếu  )(, 000 xxxxxx →  mà Lxf →)(  thì L gọi là giới hạn bên trái ( phải ) 

của  )(xf  tại 0x . 

Ký hiệu: LxfLim
xx

=
−

→

)(
0

 ( LxfLim
xx

=
+

→

)(
0

) 

Rõ ràng LxfLim
xx

=
→

)(
0

 khi và chỉ khi LxfLimxfLim
xxxx

==
+−

→→

)()(
00

 

1.3.3. Các quy tắc tính giới hạn. 

Cho 11 )(
0

LxfLim
xx

=
→

,  2122 ,,)(
0

LLLxfLim
xx

=
→

 hữu hạn, 0x  có thể hữu hạn hoặc vô 

cùng. 

Khi đó: 11 )()
0

CLxCfLimi
xx

=
→

 

             2121 ))()(()
0

LLxfxfLimii
xx

+=+
→

 

             2121 ))()(()
0

LLxfxfLimiii
xx

=
→

 

             
2

1

2

1

)(

)(
)

0 L

L

xf

xf
Limiv

xx
=

→
 

Chú ý. Nếu hàm số sơ cấp )(xf  xác định tại điểm 0x  thì )()( 0
0

xfxfLim
xx

=
→

 

1.3.4. Khử dạng vô định 

Khi tính giới hạn, cần lưu ý các dạng vô định. Để tính các giới hạn đó ta phải 

biến đổi về dạng cho phép áp dụng các quy tắc tính giới hạn nêu trên. 

Các dạng vô định: −



1,,.0,,

0

0
 và còn gặp các dạng vô định khác: 

00 ,0   

Để khử dạng vô định ta sẽ dùng biến đổi đại số và dùng các giới hạn đặc biệt 

sau: 

( ) exLim
x

Lim
x

x
Lim x

x

x

xx
=+=








+=

→→→

1

00
1

1
1,1

sin
 

10. Dạng 
0

0
 

Ví dụ 1.15.  
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a)  12)42(
2

)42)(2(

2

8 2

2

2

2

3

2
=++=

−

++−
=

−

−

→→→
xxLim

x

xxx
Lim

x

x
Lim

xxx
 

b) 
2

1

11

1

)11(

11

)11(

)11)(11(11

0000
=

++
=

++

−+
=

++

++−+
=

−+

→→→→ x
Lim

xx

x
Lim

xx

xx
Lim

x

x
Lim

xxxx
 

c) 
2

1

2

2
sin

2

12
sin2

cos1

2

02

2

020
==



















==
−

→→→ x

x

Lim
x

x

Lim
x

x
Lim

xxx
 

d) 1
cos

1sintan

00
==

→→ xx

x
Lim

x

x
Lim

xx
 

 

20.  Dạng 



 

Ví dụ 1.16. 

a) 
5

2

92
5

45
2

925

452

32

3

3

23

=

++

−+

=
++

−+

→→

xx

xx
Lim

xx

xx
Lim

xx
.  

b) 0
1

0

11
1

115

5

2

3

3

2

==

−+

++

=
−+

++

+→+→

xx

xxx
Lim

xxx

xx
Lim

xx
 

30. Dạng −  

Ví dụ 1.1.7.  

a) ( ) ( )( )
2

1

22

22
2 =

++
=

++

++−+
=−+

+→+→+→ xxx

x
Lim

xxx

xxxxxx
LimxxxLim

xxx
 

b) 
2

1

1

1

1

21

1

2

1

1

12121
=

+
=

−

−+
=









−
−

− →→→ x
Lim

x

x
Lim

xx
Lim

xxx
 

40. Dạng 1  

  

Ví dụ 1.18.  

a) 

2 3(2 1)
2 1 2 1 . 3(2 1)

3 2
62

1 3 3
1 1

2 2 2
x

x x
x x x

x Lim
x

x x x

x
Lim Lim Lim e e

x x x
→

+ − +
+ + − +

− +
−+

→ → →

− − −     
= + = + = =     

+ + +     
 

 

b) ( ) ( ) 2

1)1cos
1cos

1cos

1

0

1

0

20
22 1cos1cos

−
−

−

−
→→

===−+= → eexLimxLim x

x
Lim

x

x

x
x

x
x

x  

1.3.5. Vô cùng bé và vô cùng lớn 

a) Định nghĩa.  

Hàm số )(x  được gọi là một vô cùng bé, viết tắt là VCB khi 0xx →  nếu: 

.0)(
0

=
→

xfLim
xx

 

Hàm số )(x  được gọi là một vô cùng lớn, viết tắt là VCL khi 0xx →  nếu: 

.)(
0

+=
→

xfLim
xx
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Dĩ nhiên ở đây 0x  có thể là hữu hạn hoặc vô cùng. 

Dễ dàng kiểm tra rằng nếu )(x  là một VCB khi 0xx →  thì 
)(

1

x
 là một VCL 

khi 0xx → ; ngược lại nếu )(x  là một VCL khi 0xx →  thì 
)(

1

x
 là một VCB khi 

0xx → . 

Hơn nữa, các tính chất về tổng, tích, thương các VCB cũng như tổng, tích, 

thương các VCL cũng được suy diễn trực tiếp từ tính chất tổng, tích, thương các hàm 

số có giới hạn. Chúng ta sẽ xét tốc độ hội tụ về số không của các VCB trong một quá 

trình 0xx →  và tốc độ tiến ra vô cùng của các VCL cũng tương tự. 

b) So sánh các VCB 

Cho )(x , )(x  là các VCB khi 0xx → . 

1. Nếu 0
)(

)(

0

=
→ x

x
Lim

xx 


, ta nói  )(x  có bậc cao hơn )(x  và viết là 

0)),(()( xxxox →=   

Khi đó ta cũng nói rằng )(x  có bậc thấp hơn )(x  khi 0xx → . 

2. Nếu 0
)(

)(

0

=
→

k
x

x
Lim

xx 


, ta nói  )(x  cùng bậc với  )(x  và viết là 

0)),(()( xxxOx →=   

Đặc biệt nếu 1
)(

)(

0

=
→ x

x
Lim

xx 


 thì ta nói rằng )(x  tương đương với  )(x  và viết là 

0( ) ( )),x x x x  →  

Ví dụ 1.19.  khi 0x→ , sin x x , 
2

1 cos
2

x
x− , ( )ln 1 x x+  , 1xe x− ,  

1
1 1n x x

n
+ −  

 Định lí. Nếu )(1 x , )(1 x , )(2 x , )(2 x  là các VCB khi 0xx →  và )(1 x  )(2 x , 

)(1 x  )(2 x  thì 
)(

)(

)(

)(

2

2

1

1

00 x

x
Lim

x

x
Lim

xxxx 







→→
=  

Áp dụng định lí trên, ta có thể tìm giới hạn của dạng vô định 
0

0
 

Ví dụ 1.20. Tìm các giới hạn 

a) 
x

xx
Lim
x cos1

2sin

0 −→
 

Ta có: ( )2sin 2 2 0x x x x→  

           ( )
2

21 cos 0
2

x
x x− →  

Nên: 4

2

2

cos1

2sin
2

2

00
==

− →→ x

x
Lim

x

xx
Lim

xx
 

b) 
3

0

1

ln(1 )

x

x

e
Lim

x→

−

+
 

Ta có: 3 1 3 ( 0 )xe x x− →  ;  ( ) ( )ln 1 0x x x+ →   
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Nên: 
3

0 0

1 3
3

ln(1 )

x

x x

e x
Lim Lim

x x→ →

−
= =

+
 

c) 
( )

xx

x
Lim
x 20 sin5

3tan1ln

+

+

→
 

Ta có: 
( )

1
3

3tan
.

3tan

)3tan1ln(

3

3tan1ln

00
=

+
=

+

→→ x

x

x

x
Lim

x

x
Lim

xx
 , nên:  

( )ln(1 tan3 ) 3 0x x x+ →  

Mặt khác 
2 2

0 0

sin
0

x x

x x
Lim Lim

x x→ →
= = , tức là ( )25 sin 5 0x x x x+ →  

Vậy: 
( )

5

3

5

3

sin5

3tan1ln

020
==

+

+

→→ x

x
Lim

xx

x
Lim

xx
 

1.3.6. Hàm số liên tục 

a) Định nghĩa.  

i) Hàm số )(xfy =  xác định trên X  được gọi là liên tục tại Xx 0  nếu 

)()( 0
0

xfxfLim
xx

=
→

. Như vậy để hàm liên tục tại 0x  thì )(xf  phải xác định tại 0x , 

)()()( 0
00

xfxfLimxfLim
xxxx

==
+− →→

. Thiếu đi một trong các điều kiện đó thì hàm số )(xf  

được gọi là gián đoạn tại 0x  

        ii) Hàm số )(xfy = được gọi là liên tục trên khoảng ( )ba,  nếu liên tục tại 

( )bax , . 

        iii) Hàm số )(xfy = được gọi là liên tục trên đoạn  ba,  nếu liên tục trên ( )ba, , 

liên tục phải tại ( ))()( afxfLimax
ax

==
+→

 và liên tục trái tại ( ))()( bfxfLimbx
bx

==
−→

. 

Chú ý. Mọi hàm số sơ cấp liên tục trên miền xác định của nó. 

Ví dụ 1.21. 

a) Hàm )1ln()( 2 −= xxf  liên tục trên khoảng ( )1,1− . 

b) Cho hàm số 








=−


+=

0:12

0:
)1ln(

tan

)(
2

xa

x
x

xx

xf  

Hàm )(xf  xác định với mọi Rx . 

Với 
)1ln(

tan
)(,0

2x

xx
xfx

+
=  là hàm sơ cấp nên )(xf  liên tục x  

Với 0=x , để )(xf  liên tục tại 0=x  thì: 1
)1ln(

tan
12

2

2

020
==

+
=−

→→ x

x
Lim

x

xx
Lima

xx
 

1=a  

Vậy với 1=a  thì hàm số )(xf  liên tục Rx . 

b) Tính chất của hàm liên tục trên một khoảng đóng. 

 Định lý Weierstrass. Nếu )(xf  liên tục trong đoạn  ba,  thì nó đạt giá trị lớn 

nhất và giá trị nhỏ nhất trong đoạn đó. 

 Định lý về giá trị trung gian của hàm số. 

 Giả sử hàm số )(xf  liên tục trong đoạn  ba,  và )()( bfaf  . Khi đó với mọi số N  

nằm giữa )(af  và )(bf , thì tồn tại ít nhất một điểm ( )bac ,  sao cho .)( Ncf =  
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Hệ quả. Giả sử hàm số )(xf  liên tục trong đoạn  ba,  và 0)().( bfaf . Khi đó 

tồn tại ít nhất một điểm ( )bac ,  sao cho .0)( =cf  

           Tính chất này thường được dùng để giải gần đúng phương trình )(xf  khi biết 

khoảng chứa nghiệm. 

Ví dụ 1.22. Chứng minh rằng phương trình 014 =−− xx  có ít nhất một nghiệm 

nằm trong khoảng ( )2,1  . 

Hàm số 1)( 4 −−= xxxf  liên tục trên R , nên liên tục trên đoạn  2,1 . 

Ta có: 013)2().1(13)2(;1)1( −==−= ffff .  

Từ hệ quả trên ta suy ra phương trình 014 =−− xx  có ít nhất một nghiệm nằm 

trong khoảng ( )2,1  . 

1.4. Hàm số hai biến số thực 

1.4.1. Đồ thị hàm số 

Cho hàm 2 biến ),( yxfz =  với ( ) 2,x y D R  . Tập tất cả các điểm ( ) 3,, Rzyx   

với ),( yxfz =  gọi là đồ thị của hàm số đã cho. Đồ thị của hàm 2 biến thường là một 

mặt cong trong không gian 3 chiều Oxyz .  

Ví dụ 1.23. 

 a) 6 3 2z x y= − − , đồ thị là một mặt phẳng  

                                                     

b) 229 yxz −−= , đồ thị là nửa trên của mặt cầu 9222 =++ zyx  
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c) 0
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
, đồ thị là mặt nón bậc 2 

                                                                       
 

1.4.2. Giới hạn và sự liên tục của hàm hai biến 

     Cho hàm số ( )yxfz ,=  xác định trên 2RD  . Ta nói ( )yxf ,  có giới hạn L  khi 

( )yxM ,  dần tới ( )000 , yxM  nếu: 

0,0    sao cho ( ) ( )  − LMfMMd ,0  

hay ( ) ( ) LMfMMMMyxM nnnnnn →→ 00 ,,,  

Ký hiệu: 

            ( ) LMfLim
MM

=
→ 0

 hay ( ) LyxfLim
yxyx

=
→

,
),(),( 00

 

trong đó ( )MMd ,0  là khoảng cách giữa 2 điểm ( )yxM , , ( )000 , yxM . 

( ) ( ) ( )2

0

2

00 , yyxxMMd −+−=  

Khái niệm giới hạn vô hạn cũng được định nghĩa tương tự như đối với hàm một 

biến số. Chẳng hạn  +→
+ 22

1

yx
 khi ( ) ( )0,0, →yx  

Các định lí về giới hạn của tổng, tích, thương đối với hàm một biến số cũng 

đúng cho hàm hai biến số. 

Ví dụ 1.24. Tìm 
( ) ( ) 220,0, yx

xy
Lim
yx +→

 

Ta có: ( ) ( )0,0,,1
22


+

yx
yx

x
 

Nên yy
yx

x


+ 22
 

Suy ra: 
( ) ( )

0
220,0,
=

+→ yx

xy
Lim
yx

 

Giả sử hàm số ( )yxfz ,=  xác định trên 2D R , ( ) DyxM 000 , . Hàm số ( )yxf ,  

được gọi là liên tục tại ( )000 , yxM  nếu: 
( ) ( )

( ) ( )00
,,

,,
00

yxfyxfLim
yxyx

=
→

.  

Hàm số không liên tục tại ( )000 , yxM  thì gọi là gián đoạn tại ( )000 , yxM . 

Hàm số ( )yxfz ,=  gọi là liên tục trong một miền nếu nó liên tục tại mọi điểm 

thuộc miền đó. 
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Hàm số hai biến số liên tục cũng có những tính chất như hàm số một biến số 

liên tục. Chẳng hạn, nếu hàm số hai biến liên tục trong một miền đóng, bị chặn thì nó 

đạt giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất trong miền ấy. 

Bài tập. 

Câu 1. Xét xem hàm số nào tuần hoàn và tìm chu kì của nó. 

2

1) ( ) 10sin 3

2) ( ) sin

3) ( ) tan

4) ( ) sin

f x x

g x x

h x x

k x x

=

=

=

=

  

Câu 2. Tìm hàm ngược của các hàm số sau 

2

3 3

1) 2 3

2) 1, 0

3) 1

4) lg
2

y x

y x x

y x

x
y

= +

= − 

= −

=

  

Câu 3. Xét tính chẵn, lẻ của các hàm số sau 

( )

( ) ( )

2

2 2
3 3

1) ( ) ln 1

2) ( ) s inx cos

3) ( ) 1 1

f x x x

f x x

f x x x

= + +

= +

= − + +

  

Câu 4. Tìm các giới hạn sau: 

3 4

1)
1

2)
2 1

x

x

x x x
Lim

x

x x x
Lim

x

→+

→+

+ +

+

+ +

+

  

24

2
3)

5 4x

x
Lim

x x→

−

− +
 

2

2
7

2 11 21
4)

9 14x

x x
Lim

x x→

− −

− +
 

3
1

1 3
5)

1 1x
Lim

x x→

 
− 

− − 
 

2

0

1 1
6)

x

x x
Lim

x→

+ + −
 

3 30

5
7)

1 1x

x
Lim

x x→ + − −
 

 

( )28)
x
Lim x x x
→+

− +  

( )3 3 29) 1
x
Lim x x x
→+

+ − −  

2
0

1 cos
10)

tanx

x
Lim

x→

−
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2
0

ln(cos )
11)

tanx

x
Lim

x→
 

( ) 3

1
3

0
12) 1 2 x

x
Lim x
→

−  

( )
1

0
13) 1 5 x

x
Lim x
→

−  

( )
2cot

2

0
14) 1

x

x
Lim x
→

+  

1

sinx

0

1 tan
15)

1 sinxx

x
Lim
→

+ 
 

+ 
 

1
2 3

16)
2 1

x

x

x
Lim

x

+

→+

+ 
 

+ 
 

0
17) cot 5

x
Lim x x
→

 

20

cos 1
18)

x

x
Lim

x→

−
 

Câu 5. Xác định a  để các hàm số sau là liên tục trong miền xác định của chúng 

3

1
: 1

1) ( ) 1

: 1

x
x

f x x

a x

+
 −

= +
 = −

  

( )

cos : 0
2) ( )

1 : 0

x x
f x

a x x


= 

− 
 

 
CHƯƠNG II. PHÉP TÍNH VI PHÂN CỦA HÀM SỐ 
2.1. Đạo hàm và vi phân hàm một biến số thực 

2.1.1. Định nghĩa và tính chất 

a) Định nghĩa đạo hàm. 

Cho hàm số )(xfy =  xác định trên XxxX ,. 0 .  

Đặt )()()()(, 0000 xfxxfxfxfyxxx −+=−=−= , yx  , gọi là số gia đối số 

và hàm số tại 0x . 

Nếu 
x

xfxxf
Lim

x

y
Lim

xx 

−+
=





→→

)()( 00

00
 tồn tại thì giới hạn này gọi là đạo hàm của 

hàm số )(xfy =  tại 0x . 

Ký hiệu: 
dx

xdf

dx

xdy
xfxy

)(
,

)(
),(),( 00

00
  

Ví dụ 2.1. ,)( Cxf =  với C  là một hằng số. 

x , ta có: 0)()( =−+= xfxxfy  

Do đó: 0
0

0
=


=

→ x
Limy

x
 

Ví dụ 2.2. xxf cos)( =  

x , ta có: 
2

sin
2

sin2cos)cos(
xx

xxxxy









 
+−=−+=  
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Do đó: x
x

x

x
xLim

x

xx
x

Limy
xx

sin

2

2
sin

2
sin

2
sin

2
sin2

00
−=












 
+−=











 
+−

=
→→

 

Chú ý. Theo định nghĩa thì 
x

y
Limxf

x 


=

→ 0
0 )(  

Nếu −+ →→ 0,0 xx  thì các giới hạn tương ứng được gọi là đạo hàm một phía 

( đạo hàm bên phải, đạo hàm bên trái) của hàm số )(xfy =  tại 0x . 

Ký hiệu: )0(),0( 00 −+ xfxf  

Hàm số )(xfy = có đạo hàm tại điểm 0x  khi và chỉ khi tại điểm đó đạo hàm bên 

phải và đạo hàm bên trái cùng tồn tại và bằng nhau. 

Ví dụ 2.3. Xét xxf =)( , tại điểm 00 =x , ta có:  

x

x

x

x

x

xf




=



−+
=



 00)( 0  

Đạo hàm bên phải: 1)0(
0

=



=+

+→ x

x
Limf
x

 

Đạo hàm bên trái: 1)0(
0

−=



=−

−→ x

x
Limf
x

 

Vậy tại điểm 00 =x  hàm số xxf =)(  không có đạo hàm. 

b) Định nghĩa vi phân 

Cho hàm số )(xfy =  xác định trong khoảng RX  . Hàm số )(xf  được gọi là 

hàm khả vi tại điểm Xx 0  nếu tồn tại số thực A sao cho: )()( 0 xOxAxf += ,  trong 

đó )( xO   là một VCB bậc cao hơn bậc của x . Khi đó tích xA  gọi là vi phân của 

hàm số )(xf  tại điểm 0x  và được ký hiệu: 

xAxdf =)( 0  hay xAxdy =)( 0  

Ví dụ 2.4.  Xét hàm số 2)( xxf = . Tại điểm 0x  bất kỳ, ta có: 

( ) )(22)( 0

2

0

2

0

2

00 xOxxxxxxxxxf +=+=−+=  

Theo định nghĩa, )(xf  là hàm khả vi tại điểm 0x  và xxxdf = 00 2)(  

c) Liên hệ vi phân và đạo hàm 

Giả sử hàm số )(xf  khả vi tại 0x , tức là tồn tại A sao cho )()( 0 xOxAxf +=  

Chia 2 vế cho x ta được: 

x

xO
LimA

x

xf
Lim

x

xO
A

x

xf

xx 


+=









+=





→→

)()()()(

0

0

0

0  

Vì )( xO   là VCB bậc cao hơn x  nên 0
)(

0
=





→ x

xO
Lim

x
 do đó Axf = )( 0  

Xét xxfy == )(  thì xdy = .1  nhưng xy = , do đó dxx =  

Vậy ta có công thức tính vi phân: dxydy =  

Ví dụ 2.5. xdxxd cossin =  

                ( )
2

2

2
2

x

xdx
xd

+
=+  

Từ công thức ( )0 0( ) ( )f x f x x O x =  +  , ta có: 

( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x x+ −    ( ) ( ) ( )0 0 0f x x f x f x x +  +   . 
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Công thức xấp xỉ này cho phép ta tìm giá trị gần đúng của hàm f  tại 0x x+   . 

Ví dụ 2.6. Tính gần đúng 3 1,02   

Xét hàm số 3( )f x x=  , chọn 0 1x =  , 0,02x =  .  

Ta có 
3 2

1
( )

3
f x

x
 =   

Nên ( ) ( ) 3
1 2,98

1,02 (1) 0,02. 1 1,02 1 0,02
3 3

f f f  +   − =   

Chú ý. Từ công thức tính vi phân ta có y
dx

dy
= . Mặt khác ta ký hiệu đạo hàm là 

dx

dy
, ký hiệu này có nghĩa đạo hàm của hàm số bằng thương của vi phân của hàm số và 

vi phân của đối số. 

d) Tính chất 

i)   )(xf  khả vi tại 0x   )(xf  có đạo hàm tại 0x  

ii)  )(xf  khả vi tại 0x   )(xf  có liên tục tại 0x  

iii) )(xf  khả vi tại 0x , đạt cực trị tại 0x   0)( 0 = xf  

Tính chất 3 chỉ là điều kiện cần để )(xf  đạt cực trị tại 0x , nó không là điều kiện 

đủ vì có những hàm số đạo hàm bằng không tại 0x , nhưng không đạt cực trị tại đó. 

Chẳng hạn, xét hàm số .0)0(,3)(,)( 23 === fxxfxxf  Nhưng )(xf  không đạt cực 

trị tại .0=x  

2.1.2. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Cho hàm số )(xfy =  khả vi tại 0x  và C  là đồ thị của nó. 

Xét .))(,(,))(,( 00000 CxxfxxMCxfxM ++    

                                                                 

Gọi   là góc giữa đường thẳng MM 0  và trục Ox . 

x

xfxxf

NM

MN



−+
==

)()(
tan 00

0

  

Xét M  dần tới 0M , nghĩa là 0→x . 

 Khi đó đường thẳng MM 0  sẽ dần tới  

vị trí giới hạn là đường thẳng MM 
0  là tiếp 

tuyến với C  tại 0M . Gọi  là góc giữa tiếp tuyến đó 

với trục Ox  thì  tantan → . Do đó ta có, 

)(tan 0xf = . Vậy đạo hàm của )(xf  tại điểm 0x  là 

hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại 

điểm 0M  có hoành độ .0xx =  

2.1.3. Ý nghĩa cơ học 

Xét một điểm M chuyển động thẳng không đều tính từ một điểm O  nào đó, giả 

sử khoảng cách OM  phụ thuộc vào thời gian t : )(tfOM = . Người ta gọi tốc độ của 

M  tại thời điểm t  là: 
( ) ( )

t

tfttf
Limv

t 

−+
=

→ 0
 

Theo định nghĩa đạo hàm thì )(tfv = . Vậy đạo hàm của khoảng cách OM  tại 

thời điểm t  bằng tốc độ của chuyển động tại thời điểm đó. Người ta cũng mở rộng 
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khái niệm tốc độ xét một hàm số )(xf  bất kỳ và gọi tốc độ của )(xf  tại x  là: 

( ) ( )
).(

0
xf

x

xfxxf
Limv

x
=



−+
=

→
 

 2.14. Quy tắc tính đạo hàm và vi phân 

a) Quy tắc tính 

Định lý. 

Nếu các hàm số )(),( xvvxuu ==  khả vi tại điểm 0x  thì các hàm số , . ,u v u v  

( )0
u

v
v

   cũng khả vi tại 0x  và  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )00.4

.3

.2

.1

22


−
=










−
=












+=+=


==


==




v
v

udvvdu

v

u
dv

v

uvvu

v

u

udvvduuvduvvuuv

kdukudukku

dvduvudvuvu

 

Ví dụ 2.6.  Tính đạo hàm của hàm số 32 ln3 xxxy −=  

         222 33ln63
1

3ln6 xxxxx
x

xxxy −+=−+=  

b) Đạo hàm của hàm hợp 

Định lý. Nếu hàm số )(xfu =  khả vi tại x   và hàm số )(ugy =  khả vi tại u  

Thì hàm hợp ))(( xfgy =  khả vi tại x  và xux uyy = .  

 Ví dụ 2.7. xy 3cos=  là hàm hợp của hai hàm 3uy =  và xu cos=  

Suy ra ( ) ( ) ( ) xxxuxuy sin.cos3sin.3cos. 223 −=−=


=  

Ví dụ 2.8. xey
2sin= xx exxxey

22 sinsin .2sincos.sin2. ==  

2.1.5. Bảng đạo hàm của các hàm số sơ cấp cơ bản 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2 2

2 2

2 2

1. 0 2.

1 1
3. ln ; 4. log ; ln

ln

5. sin cos 6. cos sin

1 1
7. tan 8. cot

cos sin

1 1
9. arcsin 10. arccos

1 1

1 1
11. arctan 12. cot

1 1

x x x x

a

C x x

a a a e e x x
x a x

x x x x

x x
x x

x x
x x

x arc x
x x

  −


= =

   
= = = =

 
= = −

 
= = −

 
= = −

− −

 
= = −

+ +

 

 

Dùng bảng này và các quy tắc tính đạo hàm ta có thể tính đạo hàm hay vi phân 

của một hàm số sơ cấp bất kỳ. 

Chú ý. 

1. Nếu y là hàm số ẩn của x  xác định từ phương trình 0),( =yxf . Muốn tính 

đạo hàm của y  theo x , ta tính đạo hàm hai vế theo x , sau đó giải y   ra đối với x . 
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 Ví dụ 2.9. Tính đạo hàm )(xy  của hàm ẩn được cho bởi phương trình:  

xyx =+ )arctan(  

Lấy đạo hàm 2 vế theo biến x , ta được: 
( )

( ) 11
1

1
2

=+
++

y
yx

 ( )2
yxy +=  

2. Nếu y là hàm được cho bởi phương trình tham số 




=

=

)(

)(

tyy

txx
 thì đạo hàm của 

y  theo x  được tính theo công thức: 
t

t

x

y
xy




= )( . 

Ví dụ 2.10. Tính đạo hàm )(xy  của hàm số )(xyy =  được cho bởi phương 

trình tham số: 




−=

+=

tty

tx

arctan22

)1ln( 2

 

Ta có: 
2

2

22 1

2

1

2
2;

1

2

t

t

t
y

t

t
x tt

+
=

+
−=

+
=  t

t

t

t

t
xy =

+

+
=

2

1
.

1

2
)(

2

2

2

 

 3. Nếu hàm số )(xyy =  được cho bởi một biểu thức lũy thừa mủ dạng vuy =  

trong đó )(),( xvvxuu ==  là các hàm số đối số x  và 0)( xu . Do cả cơ số u  và lũy 

thừa v  đều phụ thuộc x  nên khi tính đạo hàm của biểu thức loại này ta không thể áp 

dụng trực tiếp các công thức đạo hàm của hàm số mủ và hàm lũy thừa. Để tính đạo 

hàm ta sử dụng phương pháp logarit hóa như sau: 

• Lấy logarit của y ( cơ số e ): uvuy v lnlnln ==  

• Lấy đạo hàm hai vế, ta được : 
u

u
vuv

y

y 
+=


ln  

Từ đây suy ra )ln(
u

u
vuvyy


+=  

Ví dụ 2.11. Tính đạo hàm của hàm số ( ) x
xy

sin21+=  

Ta có: ( )21lnsinln xxy += . Lấy đạo hàm hai vế, ta được: 

( )
2

2

1

2
sin1lncos

x

x
xxx

y

y

+
++=


 

( ) 








+
+++=

2

2sin2

1

sin2
)1ln(cos1

x

xx
xxxy

x
 

2.1.6. Đạo hàm và vi phân cấp cao 

a) Định nghĩa. 

 Cho hàm số )(xfy =  khả vi trong miền X R , thì đạo  hàm )(xfy =  hay vi 

phân dxxfdy )(=  cũng là một hàm số của đối số x  trong miền X . Giả sử hàm số này 

cũng khả vi trong X , khi đó đạo hàm hay vi phân của nó gọi là đạo hàm hay vi phân 

cấp hai của )(xf .  

 Ký hiệu:  ( )( )( )xfddxfdyd
dx

dy

dx

d

dx

yd
y =








= )(,,, 22

2

2

 

 Tổng quát: Đạo hàm hay vi phân cấp n của )(xf  tại x  là đạo hàm hay vi phân 

của đạo hàm hay vi phân cấp n-1 của )(xf  tại x . 

 Ký hiệu: ( ) ( )( )( )xfddxfdyd
dx

yd

dx

d

dx

yd
y nnn

n

n

n

n
n 1

1

1

)(,,, −

−

−

=







=  

Ví dụ 2.12. xy ln=  
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Ta có: 
x

y
1

=  

            
2

1

x
y −=  

            
3

)3( 2.1

x
y =  

           
4

)4( 3.2

x
y −=  

         ...................................... 

   ( )
( )

( ) ( )
n

nn

n

x

n

x
x

!111
ln

11

)( −−
=








=

−−

 

Ví dụ 2.13.  xy sin=  

Ta có: 







+==

2
sincos


xxy  

     







+=








++=








+=

2
.2sin

22
sin

2
cos


xxxy  

           ............ 

             

     ( )








+=

2
sin


nxy n  

Tương tự: xy cos=  thì ( )








+=

2
cos


nxy n  

Ví dụ 2.14. 
x

y
+

=
1

1
 

( )2
1

1

x
y

+
−=  

 

( )31

2

x
y

+
=  

 

( )4

)3(

1

3.2

x
y

+
−=  

............. 

 

( )
( )

( )
( ) 11

)(

1

!
1

1

...4.3.2.1
1

++
+

−=
+

−=
n

n

n

nn

x

n

x

n
y  

2.1.7. Ứng dụng của đạo hàm 

a) Khai triển hàm số 

      Công thức Taylor và Maclaurin 

Ta đã biết, trong các hàm số thì đa thức là hàm đơn giản nhất.  Đặc biệt là trong 

việc tính giá trị của hàm số tại một điểm. Công thức Taylor được trình bày dưới đây 

cho phép ta xấp xỉ một hàm đã cho bởi một đa thức miễn là các giả thiết của công thức 

được thỏa mãn và từ đó việc tính giá trị của hàm số đó tại một điểm có thể tính gần 

đúng bởi giá trị tại điểm đó của đa thức xấp xỉ. 
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Định lý. Nếu hàm số ( )y f x=  có các đạo hàm đến cấp n liên tục trong đoạn  ,a b , có 

đạo hàm cấp ( n+1 )  trong khoảng ( ),a b   thì với bất kì ( )0 ,x a b   luôn có: 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

20 0

0 0 0

0

0 0

...
1! 2!

!

n
n n

f x f x
f x f x x x x x

f x
x x o x x

n

 
= + − + − + +

+ − + −

  

Công thức này gọi là công thức Taylor và biểu diễn một hàm số ( )f x  dưới 

dạng trên được gọi là khai triển Taylor của hàm số ( )f x  tại điểm 0x x=  . 

Đặc biệt 0 0x =  thì công thức Taylor trở thành: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )2
0 0 0

0 ...
1! 2! !

n

n n
f f f

f x f x x x o x
n

 
= + + + + +  

gọi là công thức Maclaurin. 

Các khai triển quan trọng. 

Ta sẽ khai triển một số hàm số sơ cấp cơ bản quan trọng theo công thức 

Maclaurin, có rất nhiều ứng dụng trong thực tế. 

 01 .  Hàm số ( ) xf x e=  

Ta có: ( ) ( )n xf x e=  , do đó ( ) ( )0 1, 1,2,...
n

f n= =  

Vậy ( )
2

1 ...
1! 2! !

n
x nx x x

e o x
n

= + + + + +  

02 . Hàm số ( ) s inxf x =   

Ta biết: ( ) ( ) sin
2

n
f x x n

 
= + 

 
 

Do đó: ( ) ( )
( )

1

0 2 , 1,2...
0

1 2 1, 1,2...

n

m

n m m
f

n m m
−

= =
= 

− = − =

 

Vậy: ( )
( )

( )
3 5 2 1

1
s inx ... 1 ...

3! 5! 2 1 !

m
m nx x x

x o x
m

−
−

= − + + + − + +
−

  

Tương tự, ta có:  

( )
( )

( )
2 4 2

cosx 1 ... 1 ...
2! 4! 2 !

m
m nx x x

o x
m

= − + + + − + +  

03 .  Hàm số 
1

( )
1

f x
x

=
+

  

Ta có: ( ) ( ) ( )
( )

1

!
1

1

nn

n

n
f x

x
+

= −
+

 

Do đó: ( ) ( ) ( ) ( )(0) 1, (0) 1, 0 2! ,..., 0 1 !
nn

f f f f n = = − = = −   

Vậy: ( )21
1 ...

1

n nx x x o x
x
= − + + + +

+
 

b) Quy tắc L’Hôspital ( khử dạng vô định 



,

0

0
 ) 

Định lý . Giả sử các hàm số )(xu  và )(xv  thỏa mãn các điều kiện: 
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1. Giới hạn 
)(

)(

0 xv

xu
Lim

xx→
 có dạng vô định 

0

0
 hoặc 




, tức là cả hai hàm số )(xu  và 

)(xv  cùng có giới hạn bằng không hoặc cùng có giới hạn vô hạn. 

2. Tồn tại giới hạn 
)(

)(

0 xv

xu
Lim

xx 



→
 ( hữu hạn hoặc vô hạn ) 

 Khi đó =
→ )(

)(

0 xv

xu
Lim

xx )(

)(

0 xv

xu
Lim

xx 



→
 

 Ví dụ 2.15. Tính  giới hạn 

 
2

1

2

sincos1

020
==

−

→→ x

x
Lim

x

x
Lim

xx
 

Chú ý:  

1. Có thể áp dung qui tắc L’Hôspital nhiều lần nếu )(xu , )(xv  lại thỏa mãn các 

điều kiện của qui tắc. 

 Ví dụ 2.1.6. Tính các giới hạn.  

 a) 
0 0 0

2 2

sin 1 cos sin

x x x x x x

x x x

e e x e e e e
Lim Lim Lim

x x x x

− − −

→ → →

− − + − −
= =

− −
 

                                         
0

2
cos

x x

x

e e
Lim

x

−

→

+
= =   

b) 
3

2ln

3cos3

2ln2

3sin

12

00
==

−

→→ x
Lim

x
Lim

x

x

x

x
 

 

2. Có thể áp dụng qui tắc L’Hôspital để khử dạng vô định 00 ,0,1,,.0 −   

bằng cách đưa về dạng 
0

0
 hoặc 




. 

Ví dụ 2.16. xxLim
x

ln
0+→

( Dạng .0 ) 

                0)(
1

1

1

ln

0

2

00
=−=

−

==
+++ →→→

xLim

x

xLim

x

x
Lim

xxx
 

Ví dụ 2.17. x

x
xLim

1

+→
    ( Dạng 0  ) 

Đặt  xxy

1

= . Lấy logarit hai vế:  

    
x

x
x

x
y

ln
ln

1
ln ==  

 

    ( )
x

x
LimyLim
xx

ln
ln

+→+→
= ( Dạng 




 ) 

                 0
1

1

==
+→

xLim
x

 

Suy ra 10 ==
+→

eyLim
x

 

Ví dụ 2.18. 
x

x
xLim

1

arctan
2









−

+→


    ( Dạng 00 ) 
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 Đặt 







−=








−= x

x
yxy

x

arctan
2

ln
1

lnarctan
2

1


 

    
x

x

Limx
x

LimyLim
xxx









−

=







−=

+→+→+→

arctan
2

ln

arctan
2

ln
1

ln




    ( Dạng 




 ) 

     

                
( )

0
1

2

1

1

1

2

arctan
2

1
1

arctan
2

1

1

2

2

222

2

2

2

=
+

−=

+
−

+
=

−

+=

−

−

+

−

=
+→+→+→+→ x

x
Lim

x

x

x

Lim

x

x

x

Lim

x

x

x

Lim
xxxx 



 

Suy ra  10 ==
+→

eyLim
x

 

c) Tìm các điểm cực trị của hàm số 

• Khái niệm cực trị. 

  Giả sử hàm số )(xfy =  xác định và liên tục trong miền X R . 

 Ta nói rằng hàm số đạt giá trị cực đại ( giá trị cực tiểu ) tại điểm Xx 0  nếu 

( ))()()()( 00 xfxfxfxf   , với mọi điểm Xx  trong lân cận nào đó của 0x  . 

 Điểm 0x  mà tại đó hàm số )(xf  nhận giá trị cực đại ( giá trị cực tiểu ) được gọi 

là điểm cực đại ( điểm cực tiểu ) của nó. Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi 

chung là điểm cực trị của hàm số. 

• Điều kiện cần của cực trị. 

Định lý . Nếu hàm số )(xf  đạt giá trị cực đại hoặc cực tiểu tại điểm 0x  và tại 

điểm đó hàm số có đạo hàm thì 0)( 0 = xf . 

• Quy tắc thứ nhất tìm cực trị. 

Định lý . Giả sử hàm số )(xf  liên tục trong miền X  và khả vi tại lân cận điểm 

Xx 0  có thể trừ tại 0x và nếu trong lân cận đó: 

Khi )0)((0)(,0  xfxfxx  

       )0)((0)(,0  xfxfxx  

thì )(xf  đạt cực đại ( cực tiểu ) tại 0x . 

Ví dụ 2.19. Tìm các điểm cực trị của hàm số ( )3 25 xxy −=  

Ta có: 
( ) ( )3 2

3 3

2 5 5 2

3 3

x x
y x

x x

− −
 = + =  

0=y  khi 2=x  

y   không tồn tại khi 0=x  

Xét dấu của y   theo bảng 

 

 

 

 

 

 

x   −    0    2  +   
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Ta thấy: 0=x  là điểm cực đại của y , 0)0(max == yy  

2=x  là điểm cực tiểu của y , 3
min 43)2( −== yy . 

Chú ý. Qua ví dụ trên ta thấy )(xf  có thể đạt cực trị tại những điểm 0)( = xf  

hoặc )(xf    không tồn tại, những điểm như vậy gọi là điểm tới hạn của hàm số. Điểm 

x  mà 0)( = xf  gọi là điểm dừng của )(xf . 

• Quy tắc thứ hai tìm cực trị  

Định lý . Giả sử )(xf  có đạo hàm liên tục đến cấp n tại điểm 0x  và 
( ) ( ) ( ) 0),(...)()( 00

1

00 === − xfxfxfxf nn . 

  Khi đó:  

  Nếu n chẵn và ( ) ( ) ( ) ( )( )00 00  xfxf nn  thì )(xf  đạt cực đại  ( cực tiểu ) tại 0x . 

           Nếu n lẻ thì )(xf  không đạt cực trị tại 0x . 

Trong trường hợp n=2 ta có qui tắc sau: 

Nếu  0)( 0 = xf  và ( ) 00  xf  thì 0x  là điểm cực đại của hàm số )(xf . 

Nếu  0)( 0 = xf  và ( ) 00  xf  thì 0x  là điểm cực tiểu của hàm số )(xf . 

Ví dụ 2.20. Tìm các điểm cực trị của hàm số 
x

x
y

ln
=  

     Ta có: 
2 2

1
ln

1 ln
x x

xxy
x x

−
−

 = =  

    0=y  khi exx ==− 0ln1  

( )

34

2

3ln2
ln12.

1

x

x

x

xxx
xy

−
=

−−
−

=  

( ) 0
1

3
−=

e
ey   Hàm số đạt cực đại tại ex =  và 

e
eyy

1
)(max ==  

d) Bài toán tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

 Cho hàm số )(xfy =  liên tục trong đoạn  ba,  theo định lý Weierstrass thì 

)(xf  sẽ đạt giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trong đoạn đó. GTLN,GTNN chỉ có thể 

đạt tại các điểm cực trị của )(xf  hoặc tại a hoặc b. Như vậy, để tìm GTLN, GTNN của 

hàm số )(xf  trên  ba, , ta tìm các điểm tới hạn của )(xf  rồi tính giá trị của )(xf  tại 

các điểm đó và tại a, b rồi so sánh ta sẽ có GTLN, GTNN. 

Ví dụ 2.21. Tìm GTLN, GTNN của hàm số 
4

1
x

xy −−=  trên đoạn  1,10  

Ta có: 
4

1

12

1
−

−
=

x
y  

50 == xy  

y    + || -  +  
y    

 

 

 

−  

 0   

 

 

 
33 4−   

 +  
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2

1
)10(,

4

3
)5(,

4

1
)1( ==−= yyy  

Vậy 
   1,101,10

3 1
max , min

4 4xx
y y


= = −  

Nếu hàm số )(xf  liên tục trong khoảng ( )ba,  và chỉ có duy nhất một điểm cực 

trị ( )bax ,0  . Khi đó nếu điểm 0x  là điểm cực đại  ( điểm cưc tiểu ) thì )( 0xf chính là 

GTLN ( GTNN ) của hàm số )(xf  trong khoảng ( )ba, . 

Ví dụ 2.22. Hàm số 
x

x
y

ln
=  có một điểm cực trị duy nhất trong khoảng ( )+,0  

là điểm cưực đại ex = . Vậy GTLN của hàm số bằng giá trị của hàm số tại điểm ex = , 

( ) e
eyy

x

1
)(max

,0
==

+
 

2.2. Đạo hàm riêng và vi phân 

2.2.1. Đạo hàm riêng 

Cho hàm số ),( yxfz =  xác định trong miền 2RD  , DyxM ),( 000  . Nếu cho 

0yy = , hàm số một biến số ),( 0yxfz =  có đạo hàm tại 0xx =  thì đạo hàm đó được gọi 

là đạo hàm riêng của ),( yxf  đối với x  tại 0M  và được ký hiệu: ( )00 , yxf x
  hay 

( )00 , yx
x

f




 hay ( )00 , yx

x

z




 

Đặt ( ) ( )0000 ,, yxfyxxffx −+= . Biều thức đó được gọi là số gia riêng phần 

của ),( yxf  theo x  tại ),( 000 yxM . Ta có: ( )
x

f
Limyx

x

f x

x 


=





→ 0
00 ,  

Tương tự như vậy định nghĩa đạo hàm riêng của ),( yxf  đối với y  tại 0M , ký 

hiệu là ( )00 , yxf y
  hay ( )00 , yx

y

f




 hay ( )00 , yx

y

z




. 

Các đạo hàm riêng của hàm số n biến số ( )3n  được định nghĩa tương tự. Khi 

tính đạo hàm riêng của một hàm số theo biến số nào, chỉ việc xem như hàm số chỉ phụ 

thuộc biến số ấy, các biến số khác được coi như hằng số, rồi áp dụng các qui tắc tính 

đạo hàm của hàm số một biến số. 

Ví dụ 2.23. Tính các đạo hàm riêng của các hàm số sau: 

a) 75 22 +−= yyxz  

yxzxyz yx 25;10 2 −==  

b) ( )xyyez y

x

++=
−

1ln  

( )
xy

xy
xyez

xy

y
ez y

x

y

y

x
+

+++=
+

+=
−

1
1ln;

1

2
21

 

c) 
x

y
xz arctan= . 
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22

2

2

222

2

1

1

.

arctan

1

.arctan

yx

x

x

y

xxz

yx

xy

x

y

x

y

x

y

x
x

y
z

y

x

+
=









+

=

+
−=









+

−

+=

 

Chú ý. 
x

f




 là một ký hiệu chứ không phải là một thương. f  và x  đứng riêng 

rẽ không có ý nghĩa gì. 

2.2.2. Vi phân toàn phần 

 Cho hàm số ),( yxfz =  xác định trong miền 2D R . Lấy các điểm 

DyxM ),( 000 , DyyxxM ++ ),( 00 . ( ) ( )0000 ,, yxfyyxxff −++=  được gọi 

là số gia toàn phần của ),( yxf  tại 0M . 

 Nếu có thể biểu diễn f  dưới dạng ( ) 22, yxOyBxAf +=++=  , 

trong đó BA, là những số chỉ phụ thuộc 00 , yx ,  thì ta nói hàm số ),( yxf  khả vi tại 0M . 

Còn biểu thức yBxA +  được gọi là vi phân toàn phần của ),( yxf  tại 0M  và được 

ký hiệu dz  hoặc df . 

Định lý.  Nếu hàm số ),( yxfz =  xác định trong miền D  và có các đạo hàm riêng liên 

tục tại điểm DyxM ),( 000  thì ),( yxf  khả vi tại 0M  và ta có: 

yfxfdz yx +=  

Chú ý. Cũng như đối với hàm một biến số, nếu yx,  là biến số độc lập thì 

dyydxx == , , do đó dyfdxfdz yx
+= . 

Từ định nghĩa ta thấy vi phân toàn phần df  chỉ khác số gia toàn phần f  một 

VCB bậc cao hơn 22 yx += . Do đó khi yx  ,  có trị số tuyệt đối khá bé, ta có 

thể xem dff  , tức là: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) yyxfxyxfyxfyxfyyxxf xx ++−++ 0000000000 ,,,,,  

Ví dụ 2.24.  Tính gần đúng ( ) ( )3 22
05,002,1 +  

Xét 3 22 yxz += . Ta cần tính ( )yyxxz ++ 00 ,  với 0 1, 0,02,x x=  =  

0 0, 0,05y y=  =  

( ) ( )3 2223 222 3

2
,

3

2

yx

y
z

yx

x
z yx

+

=

+

=  

Ta có: 01333,1
3

04,0
105,0

013

0.2
02,0

013

1.2
)0,1()05.00,02.01(

33
+=

+
+

+
+++ zz  

2.2.3. Đạo hàm riêng của hàm hợp 

Giả sử ),( vufz = , với vu,  là các hàm số của cùng một biến x , ( ),u x=  

( )v x= . Khi đó ta có hàm hợp: ( ) ( ) xxfz  ,= .  

Đạo hàm của z  theo x : ( ) ( ) xvxux vvufuvufz += ,,  
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Đạo hàm của z  theo y : ( ) ( ) yvyuy vvufuvufz += ,,  

Ví dụ 2.25. Cho 22,,ln yxvxyuvez u +===  

( )
22

22 2
.ln2.ln

yx

xe
yxyex

v

e
yvez

xy
xy

u
u

x
+

++=+=  

( )
22

22 2
.ln2.ln

yx

ye
yxxey

v

e
xvez

xy
xy

u
u

y
+

++=+=  

2.2.4. Đạo hàm riêng và vi phân cấp cao. 

a) Đạo hàm riêng cấp cao.  

 Cho hàm số hai biến số ),( yxfz = . Các đạo hàm riêng yx ff  ,  là những đạo 

hàm riêng cấp một. Các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp một nếu tồn tại được 

gọi là những đạo hàm riêng cấp hai. Ta có 4 đạo hàm riêng cấp hai được ký hiệu như 

sau: 

( )yxf
x

f

x

f

x x
,22

2

=



=
















 

( )yxf
yx

f

x

f

y
xy ,

2

=



=
















 

( )yxf
y

f

y

f

y y
,22

2

=



=
















 

 

( )yxf
xy

f

y

f

x
yx ,

2

=



=
















 

Các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp hai, nếu tồn tại được gọi là các đạo hàm 

riêng cấp ba,... 

Nếu hàm số ),( yxf  có các đạo hàm riêng ( )yxf xy , , ( )yxf yx ,  tại 0M và các đạo 

hàm riêng liên tục tại 0M  thì ( )yxf xy , = ( )yxf yx ,  tại 0M . 

 

Ví dụ 2.26. Tìm các đạo hàm riêng cấp 2 của các hàm số sau: 

a) 
22 yxez +=  

Ta có: 
2 2 2 2 2 2

2

22 , 2 4x y x y x y

x x
z xe z e x e+ + + = = +  

      
2 2 2 2 2 2

2

22 , 2 4x y x y x y

x x
z ye z e y e+ + + = = +    

      
22

4 yx

yxxy xyezz +==        

             

b) )ln( 22 yxxz +=  

Ta có: ( )
2

2
2ln2

yx

x
yxxz x

+
++= ,       

2

22

yx

yx
z y

+
=  

 

           ( )
( )22

22

2

2 22
ln22

yx

xyx

yx

x
yxz

x
+

+
+

+
++=  
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( )22

2

22

2

)(

4

yx

yx

yx

xy
zxy

+
−

+
=  

          
( )22

223 22
2

yx

yxx
z

y
+

−
= ; 

( )22

32 42

yx

xyyx
z yx

+

+
=  

Ví dụ 2.27. Cho  3 lnz x y= . Tính 2

(3)

xy
z  

Ta có: 23 lnxz x y =  ; 2

2 2
(3)

2

3 3
xy xy

x x
z z

y y
 =  = −  

Chú ý: Ta dùng ký hiệu 3 5

(8)

x y
z  để chỉ lấy đạo hàm theo biến x  ba lần liên tiếp, 

sau đó lấy đạo hàm năm lần theo biến y . 

b) Vi phân cấp cao. 

 Xét hàm số ),( yxfz = . Vi phân toàn phần của dyfdxfdz yx
+= ,nếu tồn tại 

được gọi là vi phân toàn phần cấp 2 của z và được ký hiệu zd 2 . Vậy 

( ) ( )dyfdxfddzdzd yx
+==2 . 

Cứ tiếp tục như vậy người ta định nghĩa vi phân cấp cao hơn: 

 

( )

( )zddzd

zddzd

nn 1

23

..........

−=

=

 

Giả sử yx,  là những biến số độc lập và các đạo hàm riêng xyf  , yxf   liên tục, khi 

đó: 222
22 2 dyfdxdyfdxfzd

yxyx
++=  

Người ta thường dùng ký hiệu tượng trưng: fdy
y

dx
x

zd

2

2













+




= , trong đó 

các bình phương hai lần của ,
x y

 

 
 chỉ phép lấy đạo hàm riêng hai lần đối với x  , hai 

lần đối với y , 
2

x y



 
 chỉ phép lấy đạo hàm riêng một lần đối với x , một lần đối với y  

Tổng quát: fdy
y

dx
x

zd

n

n













+




=  

Ví dụ 2.28. Tìm vi phân cấp hai của hàm số 
22 yxez += .  

Ta có :  

 

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2

2

2 2

2

2

yx

2 , 2 4

2 2 4

4

x y x y x y

x x

x y x y x y

y y

x y

xy

z xe z e x e

z ye z e y e

z z xye

+ + +

+ + +

+

 = = +

 = = +

 = =

 

Do đó: 22222 222222

)42(8)42( dyeydxdyxyedxexzd yxyxyx +++ ++++= . 

2.2.5. Cực trị của hàm nhiều biến 

Khái niệm cực trị của hàm số n biến số được định nghĩa hoàn toàn tương tự như 

cực trị của hàm một biến số. 
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Định nghĩa. Cho hàm số ),( yxfz =  xác định trên 2RD  . Ta nói rằng hàm số 

),( yxf  đạt cực đại ( cực tiểu ) tại ),( 000 yxM  nếu với mọi điểm ),( yxM  trong một lân 

cận nào đó của 0M  thì ),(),( 00 yxfyxf   ( ),(),( 00 yxfyxf  ). 

Điểm ),( 000 yxM  mà tại đó hàm số ),( yxf  đạt giá trị cực đại ( cực tiểu ) được 

gọi là điểm cực đại ( điểm cực tiểu ) của nó. Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi là 

các điểm cực trị của hàm số. 

a) Cực trị không có điều kiện ràng buộc ( cực trị tự do ) 

Định lý . Nếu hàm số ),( yxfz =  đạt cực trị tại ),( 000 yxM  mà tại đó các đạo 

hàm riêng yx ff ,  tồn tại thì các đạo hàm riêng ấy bằng không. 

Định lý trên cho thấy hàm số ),( yxf  chỉ có thể đạt cực trị tại các điểm tới hạn. 

Ký hiệu: ( ) ( ) ( )000000 ,,,,, 22 yxfCyxfByxfA
yxyx
===  

Định lý . Giả sử ),( yxfz =  có các đạo hàm riêng đến cấp 2 liên tục trong một 

lân cận nào đó của ),( 000 yxM . Giả sử tại 0M  ta có ( ) ( ) 0,, 0000 == yxfyxf yx . Khi đó 

tại 0M : 

i) Nếu 02 − BAC  thì ),( yxf  đạt cực trị tại 0M . Đó là cực tiểu nếu 0A , là 

cực đại nếu 0A . 

ii) Nếu 02 − BAC  thì ),( yxf  không đạt cực trị tại 0M . 

iii) Nếu 02 =− BAC  thì ),( yxf  có thể đạt cực trị tại 0M , cũng có thể không đạt 

cực trị tại 0M  . 

Ví dụ 2.29. Tìm cực trị của hàm số xyyxz 3
33 −+=  

           Ta có: xyzyxz yx 33,33 22 −=−=  

 




==

==








=

=

1,1

0,0

0

0

yx

yx

z

z

y

y
 

Hàm số có 2 điểm dừng ( ) ( )1,1,0,0 21 MM . 

yzzxz
yxyx

6,3,6 22 =−==  

Tại ( )0,01M : 0,3,0 =−== CBA 092 −=− BAC  ( )0,01M  không phải là 

điểm cực trị. 

Tại ( )1,12M : 6,3,6 =−== CBA 0272 =− BAC  ( )1,12M  là điểm cực 

tiểu. 

Vậy hàm số đạt cực tiểu tại ( )1,12M . 

c) Cực trị có điều kiện 

 Người ta gọi cực trị của hàm số ),( yxfz =  (1) trong đó các biến số x  và y bị 

ràng buộc bởi hệ thức ( ) )2(0, =yx  là cực trị có điều kiện. 

 Hệ thức (2) áp đặt sự phụ thuộc lẫn nhau giữa các biến dưới dạng hàm ẩn. Nếu 

từ (2) ta biểu diễn được y  dưới dạng hàm hiện ( )xy =  thì bài toán cực trị điều kiện 

nêu trên qui về bài toán tìm cực trị tự do của hàm một biến số x : ))(,( xxfz = . 

Ví dụ 2.30. Tìm cực trị của hàm số 222 22 −−+= yyxz  với điều kiện 

01 =++− yx  

Từ điều kiện 01 =++− yx 1−= xy  

Thay 1−= xy  vào đẳng thức 222 22 −−+= yyxz , ta có:  

( ) ( ) 14321212 222 +−=−−−−+= xxxxxz  
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Tìm cực trị của hàm 143 2 +−= xxz . 

 

 

 

 

 

3

2
046 ==−= xxz  

Vậy z  đạt cực tiểu tại 
6

1
,

3

1
,

3

2
min =








− z . 

Nếu phương trình (2) xác định y  là hàm ẩn của x , nói chung không giải ra đối 

với y  khi đó ta có phương pháp sau đây để tìm cực trị của hàm số. 

• Phương pháp nhân tử Lagrange. 

 Theo phương pháp Lagrange việc tìm cực trị có điều kiện của hàm (2) với điều kiện 

(3) đưa về  tìm cực trị tự do của hàm ( ) ( ) ( )xyxfyxL  += ,,, . Gọi là hàm Lagrange, 

số   được gọi là một nhân tử Lagrange. 

 Điểm dừng của hàm ),,( yxL  được xác định từ hệ: 









=

=

=

0),(

0

0

yx

L

L

y

x



 

Nếu 0),( 00

2 yxLd  thì ( )00 , yx  là điểm cực tiểu. 

       0),( 00

2 yxLd  thì ( )00 , yx  là điểm cực đại 

       0),( 00

2 =yxLd  thì ( )00 , yx  không là điểm trị. 

Trong đó: 222
22 2 dyLdxdyLdxLLd

yxyx
++=  

Chú ý. 0,0 22 +=+ dydxdydx yx   

Ví dụ 2.31. Tìm cực trị của hàm yxz 346 −−=  với điều kiện 122 =+ yx  

Lập ( ) ( )1346,, 22 −++−−= yxyxyxL  . Điểm dừng của z  xác định từ hệ: 









=+

=+−

=+−










=

=

=

1

023

024

0),(

0

0

22 yx

y

x

yx

L

L

y

x







 

 Giải ta có: 









===

5

3
,

5

4
,

5

3
,

5

4
,

2

5
1111 Myx  









−−=−=−=

5

3
,

5

4
,

5

3
,

5

4
,

2

5
2222 Myx  

 2,0,2 22 ===
yxyx

LLL  

( ) ( ) ( ) 052 2222

11

2 +=+= dydxdydxMLd   

Vậy 1M  là điểm cực tiểu có điều kiện của 1
5

3
,

5

4
: min =








= zzz  

( ) ( ) ( ) 052 2222

22

2 +−=+= dydxdydxMLd   

+   +   
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Vậy 
2M  là điểm cực đại có điều kiện của 11

5

3
,

5

4
: min =








−−= zzz . 

Bài tập. 

Câu 1. Tính đạo hàm y  của các hàm số sau: 

34

2 3

5 3
1) 2y x

x x
= + − +   

2 32) log 3logy x x= +  

( )

( )

( )
2

2

2 3

4 4

1

cos

1 ln

2

1
3) 5 6

7

4) ln 1 2 3

5) tan 5

6) ln ln

7) sin

8) sin cos

9)

10)

11)

12) 2 cos

13) 1

14)

x

x x

x

x

x

x

x

x

y

y x x x

y x

y x

y x

y x x

y xe

y e

y e

y x

y e

y x

+

−

 
= + +  

 

= + + + +

=

=

=

= +

=

=

=

= +

= −

=
  

Câu 2. Tính đạo hàm của các hàm ẩn ( )y y x=  xác định từ các phương trình sau: 
2 2

2 2

2

1) 2 2

2)

3)arctan ln

4) sin cos 0

5) arctan 0

x y

x xy y x

x y a

y
x y

x

e y e x

y
x y

x

−

+ − =

+ =

= +

− =

+ =

  

Câu 3. Tính đạo hàm của các hàm số cho theo tham số 
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3

3

2

cos
1)

sin

ln sin
2) 2

ln(sin )

2
3)

ln(1 )

cos
4)

sin

t

t

x a t

y b t

t
x

y t

x t t

y t

x e t

y e t

 =


=

  
=  

 
 =

 = +


= +

 =


=

  

Câu 4. Tính vi phân dy  của các hàm số sau: 

( )

( )

( )( )

2

2

3

2

tan

3

3

1) 1 arccot

2) ln sin

3) sin 2

4) arctan

5)
1

6)

7) 2

8) arccos 2

9) cos

10) ln

11) ln arctan s inx

x

x

x

y x x

y x

y x

y x x

x
y

x

y xe

y

y

y x

y x x

y

−

= +

=

=

=

=
−

=

=

=

=

=

=

  

Câu 5. Tính vi phân cấp hai 2d y  của các hàm số sau: 
2

2

2

1) 4

2) ln 4

3) ln

4) cos

xy

y x

y x x

y x

−=

= −

=

=

  

Câu 6. Tính đạo hàm các cấp được chỉ ra của các hàm số tại x  tương ứng 
2

1)
1

x
y

x
=

−
 ( )10

(0) ?y =   

2)
xe

y
x

=       ( )10
(0) ?y =  

Câu 7. Tính đạo hàm cấp n của các hàm số sau: 
1) ln(1 )

1
2)

1
3)

y x

y
a x b

y
a bx

= +

=
+

=
+
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Câu 8. Tìm cực trị của các hàm số sau: 

( )

( )

2

3 2

2

23

2

2

1) 6 9 4

2) 1

1
3) cos cos 2

2

4) ln

5) (1 )( 2)

6)

7) ln 1 arctan

x

x

y x x x

y x e

y x x

y x x

y x x

y xe

y x x

−

= − + −

= +

= +

=

= − −

=

= + −

  

 Câu 9. Tìm giá trị lớn nhất,nhỏ nhất của: 
3 21) 2 3 36 8y x x x= − − −  trên [-3,6] 

( )
2

2) 3
x

y x e= −    trên [-1,4] 

23) 2 tan tany x x= −  trên 0,
2

 
 
 

  

Câu 10. Áp dụng vi phân để tính gần đúng các giá trị: 

( )
5

35
2 0,15

; arcsin 0,51; sin 29 ; 26,19; 1,03
2 0,15

o−

+
  

Câu 11. Viết công thức Maclaurin của các hàm số sau: 

1) tany x=   đến ( )6o x   

sinx2) y e=   đến ( )3o x   

3) ln(1 )y x= +  đến ( )no x   

1
4)

1
y

x
=

+
 đến ( )no x  

2

2

5
5)

12

x
y

x x

+
=

+ −
 đến ( )no x  

s inx
6) lny

x
=  đến ( )7o x  

7) ln cosy x=  đến ( )4o x  

Câu 12. Áp dụng qui tắc L’Hôspital, tìm các giới hạn sau: 
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0

3
0

0

2

0

2

1

0

2

4

3 2
2

tan
1)

s inx

arctan
2)

3) lim

4) lim ln

5)

1
6)

s inx

1 ln
7)

2
8)

s inx

2 1
9)

3 1

10)
ln(1 )

16
11)

5 6

x

x

x

x

x

x a

x a

x

x

xx

x x

x

x

x

x

x x
Lim

x

x x
Lim

x

xe

x x

a x
Lim

x a

e
Lim

x x
Lim

e e

e e x
Lim

x

x
Lim

x x

x
Lim

x

x
Lim

x x x

+

→

→

−

→+

→

→

→

→

−

→

→

→

→

−

−

−

−

−

−

− +

−

− −

−

+

+ −

+

−

+ −

( )
1

2 1

0

16

12) 1
xe x

x
Lim x − −

→

−

+

  

Câu 13. Tính các đạo hàm riêng cấp một của các hàm số sau: 

( )

( )

2 3 2 2

2 2

2 2

1) 3

2) tan

3) ln( )

4) arctan

5) ln

6)

x

y

x

z x y x y

z x y e

z xy xy

x
z e y

y

z x x y

x
z

x y

= + +

= +

=

= −

= + +

=
+

  

Câu 14. Cho cos sinz xy y x x y= + + . Tính ( )
2

4

yxx
z  

Câu 15. Cho lnyz e x= . Tính ( )
2

4

yxy
z  

Câu 16. Cho 2 sinyz xe y y x= + +  . Tính xxz   

Câu 17. Tính vi phân toàn phần dz  của các hàm số sau: 

( )

2

2

1) 4

2) ln

3) arctan

4) 2 sin( )

yz x

z x y

z y x

z x xy xy

= +

= −

= −

= − +
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Câu 18. Tìm vi phân cấp hai của các hàm số sau: 
22

2 2

2 6

2 2

1) sin

2) ln

3) sin

4)

5) cos

yz x e

z y x

z x x y

z x y

z x x y

= +

=

= +

=

= +

  

Câu 19. Tìm cực trị của các hàm số sau: 
2 2

3 2

2 2

4 4 2 2

2

2

1) 2

2) (6 ), 0, 0

3) 1

4) 2 4 2

50 20
5) , 0, 0

6) 6 3

7) 3 2 2 3y

z x xy y x y

z x y x y x y

z xy x y

z x y x xy y

z xy x y
x y

z x y x y x

z x e y

= + + − −

= − −  

= − −

= + − + −

= + +  

= − − + +

= − + − +

  

Câu 20. Tìm cực trị có điều kiện của các hàm số sau: 
2 21) 5 4 10z x y xy x y= + + − − +  với điều kiện 4x y+ =   

2) z xy=  với điều kiện 2 3 5x y+ =   

3) xyz e=  với điều kiện 1x y+ =  

4) 2z x y= +   với điều kiện 2 2 5x y+ =   

2 25) z x y= +  với điều kiện 1
2 3

x y
+ =   

6) 6 4 3z x y= − −  với điều kiện 2 2 1x y+ =  
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CHƯƠNG III. PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN CỦA HÀM SỐ 

Chương 2 ta đã xét bài toán: Cho trước một hàm số tìm đạo hàm của nó. Chương 

này ta xét bài toán ngược lại là cho 1 hàm số, tìm 1 hàm số có đạo hàm là hàm số ấy. 

3.1.Tích phân bất định. 

3.1.1. Định nghĩa. 

i) Nguyên hàm. Cho hàm số )(xfy =  xác định trên RX  , nếu có một hàm số ( )xF  

sao cho ( ) ( )xfxF =  hay ( ) ( ) XxdxxfxdF = , thì ( )xF  gọi là một nguyên hàm của 

)(xf . 

Ví dụ 3.1.  

Nguyên hàm của ( )
x

xf
1

=  là ( ) xxF ln=  

Nguyên hàm của ( ) xxf cos=  là ( ) xxF sin=  

Nhận xét. Nếu ( )xF  là một nguyên hàm của  )(xf  trên X thì ( ) CxF +  cũng là một 

nguyên hàm của )(xf , với C là một hằng số bất kỳ. 

ii) Tích phân bất định. 

Nếu trong một miền nào đó hàm số )(xf  có một nguyên hàm là ( )xF  thì biểu 

thức ( ) CxF + , C là một hằng số tùy ý gọi là tích phân bất định của hàm số )(xf  trong 

miền đó. 

Ký hiệu: ( ) ( ) CxFdxxf +=    ( đọc là tích phân của ( )dxxf  ) 

Biểu thức ( )dxxf  được gọi là biểu thức dưới dấu tích phân và hàm số )(xf  

được gọi là hàm số dưới dấu tích phân. 

3.1.2. Bảng tích phân cơ bản 

Từ bảng vi phân cơ bản ta có bảng tích phân cơ bản sau: 

Cbxx
bx

dx
Cxxdx

C
xa

xa

axa

dx
CedxeC

a

a
dxa

C
a

x

xa

dx
CxCx

x

dx

C
a

x

axa

dx
CxarcCx

x

dx

Cx
x

dx
Cx

x

dx

Cx
x

dx
C

x
dxx

CxxdxCxdx

xx
x

x

+++=
+

+−=

+
−

+
=

−
+=+=

+=
−

+−=+=
−

+=
+

+−=+=
+

+=+=

+−=+
+

=

+=+=














+

2

2

22

222

222

2

2

1

ln.14cossin.7

ln
2

1
.13,

ln
.6

arcsin.12arccosarcsin
1

.5

arctan
1

.11cotarctan
1

.4

tan
cos

.10ln.3

cot
sin

.9
1

.2

sincos.8.1






 

3.1.3.Tính chất của tích phân bất định. 

( )( ) ( )xfdxxf =


.1       hay ( ) ( )dxxfdxxfd =  

( ) ( ) CxFdxxF +=.2  hay ( ) ( ) CxFxdF +=  
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( ) ( )  ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf  =.3  

( ) ( )dxxfkdxxkf  =.4   (k là hằng số) 

.5  Nếu ( ) ( ) CxFdxxf +=  thì ( ) ( ) CuFduuf +=  với ( )xuu =  bất kỳ. 

Từ tính chất này suy ra: Có thể thay đối số lấy tích phân x  trong bảng tích phân 

cơ bản bởi đối số u  bất kỳ. Chẳng hạn: Cuudu += sincos  

Ví dụ 3.2. 

  a) ( ) Cxxxxdxdxxdxxdxxxx +++=−+=−+  cos2
4

5

2

1
sin253sin253 463535  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxdxdxx ++−=++=+  35cos
5

1
3535sin

5

1
35sin  

c) 
( )

Cx
x

xd
dx

x

x
xdx +−=−==  cosln

cos

cos

cos

sin
tan  

d) 
( )

Cx
xx

dx

x

dx

xx

dx
+−−=

+
−=

+  arctan
1

11 2222
 

3.1.4. Các phương pháp tính tích phân 

a)   Phương pháp đổi biến 

Xét tích phân ( )dxxfI = , trong đó ( )xf  là một hàm liên tục . Để tính tích phân 

này nhiều khi không áp dụng trực tiếp bảng tích phân cơ bản, mà phải biến đổi rồi mới 

áp dụng được. Phương pháp sau đây cho cách tính tích phân đó bằng cách thay 

)(tx = , với giả thiết hàm số )(tx =  đơn điệu có đạo hàm liên tục. Ta có: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) .)( dttgdtttfdxxfIdttdx  ====   

Khi phép đổi biến được lựa chọn phù hợp thì tích phân theo biến số t sẽ đơn 

giản hơn. 

Ví dụ 3.3. Tính 
( )
+

=
x

dx
I

12
 

 Đặt 2tx = thì tdtdx 2= . Lúc đó  

 
( )

Cttdt
t

dtdt
t

t

t

tdt
I ++−=

+
−=

+

−+
=

+
=  1ln

1

1

1

11

12

2
 

Vậy CxxI ++−= 1ln  

Ví dụ 3.4. Tính ( )022 −=  adxxaI  

Đặt 
22

,sin


−= ttax  

tadx cos=  

Ta có: ( ) tatataaxa cossin1sin 2222222 =−=−=−  

Lúc đó:  

Ctt
a

t
a

Ct
a

t
a

dt
t

atdtatdtataI ++=++=
+

===  cossin
22

2sin
422

2cos1
coscos.cos

2222
222

 Từ 
a

xa

a

x
t

t

x
ttax

22

2

2

1cos;arcsinsin
−

=−===  

Vây C
xax

a

xa
I +

−
+=

2
arcsin

2

222
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Chú ý. Nếu biểu thức ( )dxxf  dưới dấu tích phân có thể biểu diễn dưới dạng 

( ) ( )  ( )xdxgdxxf =  thì ta có thể đặt ( )xt =  để chuyển sang tích phân của biểu thức 

( )dttg  nếu tích phân đó dễ hơn. 

Ví dụ 3.5.  Tính dx
x

x
I 

+
=

3 3

5

1
 

( )
dx

x

xx
dx

x

x
I 

+

−+
=

+
=

3 3

32

3 3

5

1

11

1
 

Đặt dxxdtxt 23 31 =+=  

Suy ra:  

CttCttdtttdt
t

t
t

dtt
I +−=+



















+−

−

+

=













−=








−=

−
= 

−
3

2

3

5

3

2

3

5

3

1

3

2

3

3 2

3 2

1

5

1

1
3

1

1

1
3

2

1

3

1

3

11

3

1)1(

3

1

Vậy: ( ) ( ) CxxI ++−+= 3 233 53 1
2

1
1

5

1
 

b) Phương pháp tích phân từng phần 

Nếu có các hàm số khả vi ( ) ( )xvvxuu == ,  sao cho ( ) udvdxxf =  thì ta có công 

thức: 

( )  −== vduuvudvdxxf     (*)   gọi là công thức tích phân từng phần. 

Để áp dụng công thức (*)   tính được  dxxf )(  ta phải chọn vu,  sao cho vdu  

tính dễ dàng hơn udv . Mặt khác ta cũng có thể áp dụng công thức nhiều lần để tính 

 dxxf )( . 

Ví dụ 3.6. Tính các tích phân sau:  

a) dxxeI x


−= 2  

Đặt dxedvxu x2, −== . Suy ra xevdxdu 2

2

1
, −−==  

Do đó: CexedxexedxxeI xxxxx +−−=+−== −−−−−


22222

4

1

2

1

2

1

2

1
 

b) = xdxI arctan  

            Đặt 
2

1
arctan , ,

1
u x dv dx du v x

x
= =  = =

+
  

            Do đó: ( ) Cxxx
x

xdx
xxxdxI ++−=

+
−==  

2

2
1ln

2

1
arctan

1
arctanarctan  

           c) Tính  xdxxI 2ln3

=  

           Đặt 
x

dx
duxu == 2ln  

          43

4

1
xvdxxdv ==  

          CxxxdxxxxxdxxI +−=−== 
44343

16

1
2ln

4

1

4

1
2ln

4

1
2ln  

           d) = bxdxeI ax sin  
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Đặt bxdxbdubxu cossin ==  

       axax e
a

vdxedv
1

==  

 −== bxe
a

b
bxe

a
bxdxeI axaxax cossin

1
sin  (1) 

Tiếp tục sử dụng tích phân từng phần đối với tích phân ở vế phải. 

Đặt   bxdxbdubxu sincos −== t  

       axax e
a

vdxedv
1

==  

 += bxdxe
a

b
bxe

a
bxdxe axaxax sincos

1
cos  

Thay vào (1) , ta được: 









+−=−=  I

a

b
bxe

aa

b
bxe

a
bxe

a

b
bxe

a
I axaxaxax cos

1
sin

1
cossin

1
 

( )
222

2 cossin
cossin1

ba

bxbbxae
Ibx

a

b
bx

a

e

a

b
I

axax

+

−
=








−=








+  

           Nhận xét.  

 1. Các tích phân  kxdxxkxdxxdxex nnkxn cos,sin,  với Nn , ta có thể tính 

được bằng phương pháp tích phân từng phần với nxu =  và dv  là phần còn lại của biểu 

thức dưới dấu tích phân. 

 2. Tích phân dạng  ( )*,1ln Nnxdxx n −   có thể tính được bằng phương 

pháp tích phân từng phần với dxxdvxu n == ,ln . 

 3. Tích phân kxdxx n arctan  với Nn  có thể tính được bằng phương pháp tích 

phân từng phần với dxxdvkxu n== ,arctan . 

3.1.5. Tích phân các hàm số hữu tỉ. 

a) Tích phân các hàm hữu tỉ đơn giản 

 Hàm hữu tỉ đơn giản hay phân số hữu tỉ đơn giản là các hàm hữu tỉ có một 

trong 4 dạng sau đây: 

( )

( )k

k

qpxx

NMx

qpxx

NMx

ax

A

ax

A

++

+

++

+

−

−

2

2

.4

.3

.2

.1

 

trong đó Nkkqp − ,2,042  

Bây giờ lần lượt ta tính tích phân của các hàm hữu tỉ đơn giản này. 

CaxAdx
ax

A
I +−=

−
=  ln.1  

( )
( ) ( )

( )
C

axk

A
axdaxA

ax

A
I

k

k

k
+

−−
=−−=

−
=

− 1

1
.

1
.2  
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.3 Phân tích 







−+








+=++

42

22

2 p
q

p
xqpxx  

Theo giả thiết 0
4

2

−
p

q  nên đặt được 2
2

4
a

p
q =− . 

Đặt t
p

x =+
2

 thì dtdx = . Khi đó: 

( )

( ) C
pq

px

pq

p
MNqpxx

M

C
a

t

a

P
MNat

M

at

dtP
MN

at

tdt
Mdt

at

N
p

tM

dx
qpxx

NMx
I

+
−

+

−








−+++=

+







−++=

+








−+

+
=

+

+







−

=
++

+
= 

22

2

22

2222222

4

2
arctan

4

1

2
ln

2

arctan
1

2
ln

2

2

2

 

.4 Tương tự  

( )
kk

kkk

I
P

MN
atk

M

at

dtP
MN

at

tdt
Mdx

qpxx

NMx
I

.
2

1
.

1

1
.

2

)(2)()(

122

22222









−+

+−
=

+








−+

+
=

++

+
=

−


 

Với
( )

+
=

kk

at

dt
I

22
 

Đặt 
( )

dxdv
at

u
k

=
+

= ,
1

22
 

Suy ra:  
( )

xv
at

ktdt
du

k
=

+

−
=

+
,

2
122

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ++
+

−
+

+
+

=
+

+
+

=
122

2

2222122

2

22
22

2
kkkkkk

at

dt
ka

at

dt
k

at

t

at

dtkt

at

t
I  

( ) 1

2

22
22 +−+

+
= kkkk IkakI

at

t
I  

Vậy 
( )

(*)
2

12

2
2222

1 kkk I
ka

k

atka

t
I

−
+

+
=+  

Ta biết: C
a

t

aat

dt
I +=

+
=  arctan

1
221  

C
a

t

aat

t

a
I ++

+
= arctan

2

1
.

2

1
32222  

 

Có 2I  ta tính được 3I  

 

(*) gọi là công thức truy hồi, biết kI  sẽ tính được 1+kI . 

b) Tích phân các hàm hữu tỉ bất kỳ. 
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 Dạng tổng quát của một hàm hữu tỉ là 
)(

)(
)(

xQ

xP
xfy

m

n== , trong đó )(),( xQxP mn  

là những đa thức bậc n,m và không có nghiệm chung. 

 Nếu mn   thì hàm hữu tỉ gọi là hàm hữu tỉ thực sự. 

 Nếu mn   thì hàm hữu tỉ gọi là hàm hữu tỉ không thực sự. 

 Một hàm hữu tỉ không thực sự có thể phân tích thành tổng của một đa thức và 

một hàm hữu tỉ thực sự bằng cách chia tử số cho mẫu số. Ta chỉ xét các hàm hữu tỉ 

thực sự . 

           Nhận xét. Một hàm hữu tỉ thực sự luôn phân tích được thành tổng của những 

hàm hữu tỉ đơn giản đã xét ở trên như sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) qpxx

CxB

qpxx

CxB

qpxx

CxB

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP
y

m

n

++

+
++

++

+
+

++

+
+

−
++

−
+

−
==

−− 212

22

2

11

1

21 ......
)(

)( 







trong đó ,...,,...,,,...,, 212121 CCBBAA  là các hằng số gọi là các hệ số bất định được xét 

như sau: 

 Quy đồng mẫu số 2 vế, rồi bỏ mẫu số đi ta được 2 đa thức ở 2 vế đồng nhất 

nhau. Đồng nhất hệ số của cùng lũy thừa của x ở 2 vế ta được một hệ phương trình để 

xác định ,...,,...,,,...,, 212121 CCBBAA  

Ví dụ 3.7.  Tính  dx
xx

x
I  −+

+
=

54

1
2

3

 

Ta có: 
( )( )51

1921
4

54

1921
4

54

1
22

3

+−

−
+−=

−+

−
+−=

−+

+

xx

x
x

xx

x
x

xx

x
 

 

 
( )( ) 5151

1921

+
+

−
=

+−

−

x

B

x

A

xx

x
 

hay ( ) BAxBAx −++=− 51921  

 

Suy ra 










=

=






−=−

=+

3

62

3

1

195

21

B

A

BA

BA
 

Vậy 
( ) ( )

Cxxx
x

dx
xx

xI +++−+−=








+
+

−
+−=  5ln

3

62
1ln

3

1
4

253

62

13

1
4

2

 

Ví dụ 3.8. Tính    
( )

dx
xx

xx
I  +

++
=

4

8
2

2

 

Ta có: 
( ) 44

8
22

2

+

+
+=

+

++

x

CBx

x

A

xx

xx
 

 

Hay 84 222 ++=+++ xxCxBxAAx  

Suy ra 








=

−=

=










=

=

=+

1

1

2

84

1

1

C

B

A

A

C

BA

 

Do đó: ( ) C
x

xxdx
xx

x

x
I +++−=









+
+

+
−=  2

arctan
2

1
4ln

2

1
ln2

4

1

4

2 2

22
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3.2.   Tích phân xác định 

3.2.1. Bài toán dẫn đến khái niệm tích phân xác định 

c) Bài toán tính diện tích hình thang cong 

   Xét hình  giới hạn bởi đường )(xfy =  với 0)( xf , trục Ox  và hai đường 

thẳng bxax == , , ta gọi hình như thế là hình thang cong. 

                                                            

 
 Chia đoạn  ba,  thành n phần bất kỳ bởi các điểm: 

bxxxxxxa nii == + ...... 1320 .  

Và đặt 11011 ,...,, −− −=−=−= nnniii xxxxxxxxx  

 Từ các điểm nxxx ,...,, 21  ta dựng các đường thẳng song song với trục Oy . Chúng 

chia hình thang cong AabB  ra thành n hình thang cong nhỏ có đáy là nxxx  ...,,, 21 . 

Trong mỗi đoạn   ( )nixx ii ...2,1,1 =−  lấy 1 điểm i  tùy ý. Khi đó diện tích hình thang 

cong đáy ix  gần bằng diện tích hình chữ nhật cũng có đáy ix  và chiều cao ( )if  . 

Như vậy, diện tích S của hình thang cong AabB  được tính xấp xỉ theo công thức: 

( ) ( ) ( ) ( ) i

n

i

innn xfxfxfxfSS =+++= 
=1

2211 ...  . 

           Ta thấy diện tích gần đúng nS  càng gần S  nếu n càng lớn sao cho mọi độ dài 

ix  càng nhỏ. Ta qui ước khi →n  thì mọi 0→ ix . Nếu đặt ix= max  thì .0→  

Diện tích hình thang cong ( )
=

→
=

n

i

ii xfLimS
1

0



 

d) Bài toán tính công của  lực biến thiên 

 Xét một vật chuyển động thẳng từ a  đến b  dưới tác dụng của một lực có 

phương là phương của chuyển động, và độ lớn F của lực phụ thuộc vào khoảng cách S 

của vật tính từ 1 điểm O nào đó : )(sFF = . Ta sẽ tính công của lực biến thiên đó. 

 

  

 

 

Chia đoạn  ba,  thành n phần bất kỳ bởi các điểm: 

0 1 2 1... ...i i na s s s s s s b+=        =  

Và đặt 1 1 0 1 1, ..., ,i i i n n ns s s s s s s s s− − = −  = −  = −  

           Trong mỗi đoạn   ( )niSS ii ...2,1, 1 =+  lấy 1 điểm i  tùy ý và trong đoạn đó coi 

lực là không đổi và bằng ( )iF  , lúc đó công của lực ( ) ii xF  .  

  x   O   

a   b  

2r   

M 
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Công: ( )
=

=
n

i

iin xFAA
1

  

            Tương tự bài toán tính diện tích hình thang cong, ta định nghĩa: 

( ) i

n

i

i xFLimA = 
=

→
1

0



                         (2) 

            Trong toán học, giới hạn (1),(2) được gọi là tích phân xác định của hàm số 

)(xf trên đoạn  ba, .  

3.2.2. Định nghĩa tích phân xác định 

 Cho hàm số )(xf xác định và bị chặn trên đoạn  ba, . Chia đoạn  ba,  thành n 

phần bất kỳ bởi các điểm chia: 0 1 2 1... ...i i na x x x x x x b+=        =  

Và đặt nixxx iii ,1,1 =−= +
 

           Trong mỗi đoạn   nixx ii ,1,, 1 =+  lấy 1 điểm i  tùy ý. Lập tổng: ( ) i

n

i

in xfI =
=1

  

           Đặt ix= max , 0→  khi →n  

           Định nghĩa. Nếu tồn tại giới hạn hữu hạn n
n

ILimI
→

=  và giới hạn đó không phụ 

thuộc vào cách chia đoạn  ba, , cách chọn các điểm i  thì ta gọi I là tích phân xác 

định của hàm số )(xf trên đoạn  ba, . 

            Ký hiệu: ( )=
b

a

dxxfI ,  a  là cận dưới, b  là cận trên. 

            gọi là dấu tích phân, )(xf và dxxf )(  gọi là hàm số và biểu thức dưới dấu 

tích phân. x  là đối số ( biến số ) lấy tích phân. Nếu )(xf có tích phân trên đoạn  ba,  

thì hàm số )(xf gọi là khả tích trên  ba, . 

3.2.3. Ý nghĩa  của tích phân xác định 

a) Ý nghĩa hình học. 

  Diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đường 0)(),( = xfxfy , trục Ox  

và các đường thẳng bxax == , là: =
b

a

dxxfS )( . 

b) Ý nghĩa cơ học 

  Công A của lực biến thiên )(sF làm một vật chuyển động thẳng từ as =  đến 

bs =  là : =
b

a

dssFA )(  

3.2.4. Tích phân với cận bất kỳ 

 Ta đã định nghĩa ( )
b

a

dxxf  với ba  . Trường hợp ba =  và ba  , khái niệm tích 

phân được hiểu theo qui ước sau đây:  

    1. ( ) 0=
a

a

dxxf  

    2. ( ) −=
b

a

dxxf ( ) )( badxxf

a

b

  

3.2.5. Điều kiện khả tích 
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 Định lý. Một hàm số )(xf  xác định trên đoạn  ba,  thì khả tích trên đoạn đó 

nếu nó thỏa mãn một trong các điều kiện sau đây: 

 i) )(xf liên tục trên  ba,  . 

 ii) )(xf đơn điệu và bị chặn trên  ba,  

 iii) )(xf  bị chặn và chỉ có một số hữu hạn điểm gián đoạn trên  ba, . 

3.3.6. Các tính chất cơ bản của tích phân xác định. 

i)   Nếu các hàm số )(),( xgxf  khả tích trên đoạn  ba,  thì tổng )()( xgxf   cũng 

khả tích trên đoạn đó và: ( ) ( )  ( ) ( ) +=

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf  

ii)  Nếu )(xf  khả tích trên đoạn  ba,  thì  )(xkf  cũng khả tích trên đoạn đó và: 

( ) ( ) =

b

a

b

a

dxxfkdxxkf          ( )tk cos=  

iii)  Nếu )(xf  khả tích trên đoạn chứa cả 3 điểm cba ,,  thì: 

  ( ) =
b

a

dxxf ( ) +
c

a

dxxf ( )
b

c

dxxf  

 iv) Nếu )(xf  khả tích   và 0)( xf  trên đoạn  ba,  ( ba   ) thì ( ) 0
b

a

dxxf  

 v) Nếu các hàm số )(),( xgxf  khả tích và )()( xgxf   trên đoạn  ba, ( ba   ) thì 

( ) 
b

a

dxxf ( )
b

a

dxxg  

 vi)  Nếu )(xf  khả tích   trên đoạn  ba,  ( ba   ) thì )(xf  cũng khả tích trên 

đoạn đó và  

b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  

3.3.7. Liên hệ giữa tích phân xác đinh và nguyên hàm 

Công thức Newtơn – Leibnitz: 

 Nếu )(xf liên tục trên  ba,  thì ta có công thức: ( ) )()( aFbFdxxf

b

a

−= , trong 

đó )(xF  là một nguyên hàm của )(xf trên  ba, . 

            Ví dụ 3.9.  Tính =


0

cos xdxxI . 

            Áp dụng phương pháp tích phân từng phần với xdxdvxu cos, ==  , ta có: 

xxxxF cossin)( +=  

            Sử dụng công thức Newtơn – Leibnitz, ta được: 211)0()( −=−−=−= FFI   

 Tương tự như tích phân bất định ta có hai phương pháp cơ bản để tính tích phân 

xác định, đó là phương pháp đổi biến và phương pháp tích phân từng phần. 

3.3.7. Các phương pháp tính tích phân xác định 

a) Phương pháp đổi biến 

 Giả sử ta tính ( )
b

a

dxxf , )(xf liên tục trên  ba, . 
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Đặt )(tx =  nếu )(tx =  thỏa mãn các điều kiện: 

       i) )(t  có đạo hàm )(t  liên tục trên  , . 

       ii) Khi  ,t  thì  bax ,  

       iii) ba == )(,)(   

thì ta có công thức: ( )  =





 dtttfdxxf

b

a

)())((  

           Ví dụ 3.10. Tính  −=

2

0

24 dxxI  

       Đặt tx sin2= ; có 
22

,cos24 2 
−=− ttx  

            Ta có: tdxdttttt cos2;
2

2sin2;00sin2 =====


 

            Suy ra: 



=















+=

+
== 

2

0

2

0

2

0
4

2sin

2
4

2

2cos1
4cos2.cos2

tt
dt

t
tdttI  

Chú ý: Nếu tích phân có dạng   
b

a

dxxxf )()(   thì có thể đặt )(xt =  trong đó )(x   

liên tục, đơn điệu và có 0)(  x . 

           Ví dụ 3.11. Tính dx
x

x
I  +
=

2

0

2cos1

sin



 

           Đặt xdxdtxt sincos −==  

           Khi 0
2

;10 ==== txtx


 

           
4

arctan
11

1

0

1

0

2

0

1

2


==

+
=

+

−
=  t

t

dt

t

dt
I  

b) Phương pháp tích phân từng phần 

   Tương tự như tích phân bất định ta có phương pháp tích phân từng phần để tính 

tích phân xác định theo công thức: ( )  −==

b

a

b

a

b

a

b

a

vduuvudvdxxf  

Phương pháp áp dụng công thức này hoàn toàn tương tự như đối với tích phân bất 

định. 

  Ví dụ 3.12.  Tính tích phân =
1

0

2 arctan xdxxI  

            Đặt 
21

arctan
x

dx
duxu

+
==  

             
3

3
2 x

vdxxdv ==  

Suy ra  
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( ) ( )
12

12ln2
1ln

6

1

6

1
arctan

313

1
arctan

3

13

1
arctan

3
arctan

1

0

22

1

0

1

0

3

2

1

0

3

1

0

2

3
1

0

31

0

2

−+
=




+−−=









+
−−=

+
−==






xxx

x
dx

x

x
xx

x

dx
x

x
x

x
xdxxI

 

3.2.9.Ứng dụng của tích phân xác định 

a)    Tính diện tích hình phẳng 

  Theo ý nghĩa hình học của tích phân xác định, thì diện tích S của hình thang 

cong giới hạn bởi )(xfy = , với 0)( xf , trục Ox  và 2 đường bxax == ,  là: 

                     =
b

a

dxxfS )(  ( nếu tích phân tồn tại ) 

  

          Nếu 0)( xf , thì diện tích −=
b

a

dxxfS )( . 

          Tóm lại =
b

a

dxxfS )(  

  

          Ví dụ 3.13. Tìm diện tích S giới hạn bởi đường 236 xxy −= , trục Ox  và đường 

3=x .  

           Ta có: ( ) ( ) −−−=+=

3

2

2

2

0

2

21 636 dxxxdxxxSSS  

                              ( ) ( ) 833
3

2

32
2

0

32 =−−−= xxxx  

           Nếu đường cong cho theo phương trình tham số )(),( tytx  == . Trong đó 

  t  ứng với bxa   thì diện tích S  của hình thang cong giới hạn bởi đường 

cong, trục  Ox  và 2 đường bxax == ,  là:  

                      ==





 dtttdxxfS

b

a

)()()(   ( nếu tích phân tồn tại ) 

           Ví dụ 3.14. Tính diện tích S  giới hạn bởi đường elipse 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

            Đưa về tham số ta có: 

            
tby

tax

sin

,cos

=

=
 

             Khi axa −  thì  t0 , do đó: 

( ) ab
tt

abdt
t

abdttabdttatbS 



=







−=

−
==−= 

000

2

0
4

2sin

2
2

2

2cos1
2sin2sinsin2  

b)Tính độ dài cung đường cong 

        Độ dài  s  của cung AB  của đường cong )(xfy =  với bxa   là: 

           +=

b

a

dxys 21  

         Nếu đường cong cho theo phương trình tham số )(),( tytx  == . Trong đó 

  t  ứng với bxa   và )(),( tt   có )(),( tt    liên tục trên  ,  thì: 
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 +=

b

a

dttts )()( 22   

         Ví dụ 3.15. Tính độ dài của đườn cycloide:  
( sin ); (1 cos ); 0 2x a t t y a t t = − = −     

          ( )
22 2

2 2

00 0

1 cos sin 2 sin 4 cos 8
2 2

t t
s a t tdt a a a

 

= − + = = − =    

c) Tính thể tích vật tròn xoay 

 Thể tích vật tròn xoay do hình giới hạn bởi các đường 

)(,0,, xfyybxax ====  quay xung quanh trục Ox  tạo nên, với )(xf  liên tục trên 

 ba,  là: 

          =

b

a

dxxfV )(2  

       Ví dụ 3.16. Tính thể tích V của vật tròn xoay do hình giới hạn bởi  
xyyxx sin,0,,0 ====   quay quanh Ox  tạo nên.  

 Ta có: 
22

2sin

2
sin

2

00

2 




=







−== 

x
xxdxV  

d) Tính công của lực 

           Ví dụ 3.17.  

           Tính công cần thiết để mang hết nước từ một hình trụ bán kính R , chiều cao h  

ra khỏi ống đó ( từ miệng ống ra ngoài ).  

           Lấy trục Ox  là trục của hình trụ, điểm O  ở đáy trên của hình trụ và Ox  hướng 

xuống dưới. 

          Xét một yếu tố V  của nước gồm giữa hai mặt phẳng 
dxxXxX +== ,  

          Trọng lượng của yếu tố này là: 1.2dxR  và công cần thiết để mang yếu tố này ra 

khỏi ống trụ là: xdxR ..2 . Do đó, công cần thiết để mang hết nước ra khỏi ống là:  

         
2

22

0

2 hR
xdxRA

h


 ==   

 Ví dụ 3.18. Lực đẩy giữa hai điện tích cùng dấu e1 và e2 đặt cách nhau một 

khoảng r được cho bởi công thức: 1 2

2

e e
F

r
=  .  

 Giả sử điện tích e1 được đặt cố định ở gốc tọa độ O, hãy tính công của lực đẩy F 

sản ra do điện tích e2 di chuyển từ điểm M1 có hoành độ r1 đến điểm M2 có hoành độ r2 

trên trục hoành Ox. 

 

  

 

Ta có: 
22

11

1 2
1 2 1 22

1 2

. 1 1 1
.

rr

rr

e e
A dx e e e e

x x r r

 
= = − = − 

 
  

e) Tính áp lực của chất lỏng 

2M   1M   x   O   

1r   2r   
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 Xét bài toán: 

 Tính áp lực của nước lên một đập ABCD như hình vẽ với đường cong BC có 

phương trình là )(xfy = .  

Lấy trục Oy  trên mặt thoáng của nước, 

trục Ox  là đường thẳng AD hướng 

xuống dưới. Xét một lớp mỏng dx  

của nước, cách trục Oy  một đoạn x .  

Theo định luật pascal: Áp suất ở độ 

sâu x  là x. ,   là trọng lượng của 

một đơn vị thể tích nước. Một cách gần 

đúng ta coi lớp mỏng trên có diện tích 

là dxy.  thì áp lực của lớp đó lên đập 

là: xydx . Do đó áp lực của nước trên đập là:  

          =

h

o

xydxP  , h  là độ sâu của nước. 

         Ví dụ 3.19. Xét đập có hình bán nguyệt: 22 xRy −= , 0x , thì do tính đối 

xứng ta có: 

         ( ) 3

0

2/32222

3

2
2 RxRdxxRxP

RR

o


 =−−=−=   

3.2.10.  Tích phân suy rộng 

a) Tích phân có cận vô hạn 

Giả sử )(xf  xác định trên nửa khoảng  )+,a  và khả tích trong mọi đoạn hữu 

hạn  ba, . Ta gọi +→

b

a
b

dxxfLim )(  là tích phân suy rộng của )(xf  trên  )+,a . 

            Ký hiệu: =
+

a

dxxf )( +→

b

a
b

dxxfLim )(              (1) 

 Nếu giới hạn (1) tồn tại và hữu hạn thì tích phân gọi là hội tụ, ngược lại gọi là 

phân kỳ. 

Tương tự ta định nghĩa: 

 =
−

b

dxxf )( −→

b

a
a

dxxfLim )(  

           =
+

−

dxxf )( +
−

a

dxxf )( 
+

a

dxxf )(    ( )Ra  

            
+

−

dxxf )(  hội tụ nếu hai tích phân ở vế phải hội tụ. 

 Về hình học,trong trường hợp 0)( xf , tích phân của hàm số )(xf  trên khoảng 

 )+,a  là diện tích hình thang cong đáy vô hạn. 

x   

y   

x   

D   

d x   

O   

B   A   

C   
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           Ví dụ 3.20. Tính các tích phân suy rộng:  

  

           a) (
2

arctanarctan
11 0

0

2

0

2


===

+
=

+ +→+→+→

+

 bLimxLim
x

dx
Lim

x

dx

b

b

b

b

b
 

            b) 

=+=

+
+

+
=

+ 
+

−

+

−
22111

0

2

0

22 x

dx

x

dx

x

dx
 

            c)
0 0

0

2 2
arctan

1 1 2aa a
a

dx dx
Lim Lim x

x x



→− →−
−

= = =
+ +     

           Ví dụ 3.21. Xét sự hội tụ của tích phân 1,0,
1

= 
+


x

dx
I  

            




 −

−
===

−

+→+→

+

 1

11

11

b
Lim

x

dx
Lim

x

dx
I

b

b

b
 

           Nếu 1  thì 
1

1

1

11

1
−

=
−

−
==

−

+→

+

 





b
Lim

x

dx
I

b
 

           Nếu 1  thì =
−

−
==

−

+→

+

 



 1

11

1

b
Lim

x

dx
I

b
 

           Nếu 1=  thì ===
+→

+

 bLim
x

dx
I

b
ln

1

 

          Vậy tích phân suy rộng ,0,
1

= 
+


x

dx
I hội tụ khi 1  và phân kỳ khi 1  

b) Tích phân của hàm không bị chặn 

 Các hàm số không bị chặn trên  ba,  không khả tích, tức là tích phân xác định 

trên đoạn đó không tồn tại theo nghĩa thông thường. Ta sẽ mở rộng khái niệm tích 

phân cho trường hợp này. 

          Định nghĩa. Cho hàm số )(xf  xác định trên  )ba, , )(,)( xfxfLim
bx

=
−→

 khả tích 

trên mọi đoạn  ba ,  với bb  . Khi đó ta định nghĩa tích phân dxxfLimdxxf

b

a
bb

b

a




→
= )()(  

 Nếu giới hạn bên vế phải tồn tại và hữu hạn thì ta nói tích phân hội tụ, ngược lại 

gọi là phân kỳ. 

 Tương tự, ta định nghĩa cho trường hợp hàm )(xf không bị chặn tại a : 

      dxxfLimdxxf

b

a
aa

b

a




→ +
= )()(  

     

    Tổng quát: Nếu )(xf không bị chặn tại bcac ,  thì : 
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     +=

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

          Ví dụ 3.22.  

           a)
2

1arcsinarcsin
11

11
0

21

1

0
2


===

−
=

−
−− →→

 bLim
x

dx
Lim

x

dx

b

b

b

 ( Hàm số không bị chặn 

tại 1=x )  

           b) ( ( ) 1ln1lnlnln
0

1

0

1

0

1

0

−=−−−=−==
−++ →→→

 aaaLimxxxLimxdxLimxdx
aaa

a
a

 

          c) ( )( ( ) ( )( ) =−===
+++ →→→

 aLimxLim
xx

dx
Lim

xx

dx

aaa
a

a
lnln2lnlnlnln

lnln 1

2

1

2

1

2

1

 

3.3.   Tích phân bội hai 

3.3.1. Khái niệm tích phân bội hai 

 Khái niệm tích phân bội của hàm nhiều biến được định nghĩa tương tự như tích 

phân xác định của hàm một biến. 

a) Bài toán thể tích của vật thể hình trụ ( Bài toán dẫn đến khái niệm tích phân bội 

2) 

 Giả sử ),( yxfz = là hàm số xác định, liên tục, không âm trong một miền D 

đóng bị chặn, có biên L trong mặt phẳng Oxy . Hãy tính thể tích của vật thể giới hạn 

bởi mặt phẳng Oxy , mặt ),( yxfz = , đường sinh song song Oz . 

             
 

          Chia miền D một cách tùy ý thành n mảnh nhỏ, ký hiệu iS . Lấy mỗi mảnh nhỏ 

ấy làm đáy, dựng vật thể hình trụ mà mặt xung quanh có đường sinh song song với Oz  

và về phía trên giới hạn bởi mặt ),( yxfz = . Như vậy thể tích hình trụ đang xét được 

chia thành n vật thể hình trụ nhỏ.  Trong mỗi mảnh iS  lấy điểm tùy ý ( ),i i iM x y . Tích 

( ),i i if x y S  ( trong đó iS là diện tích miền iS  )  bằng thể tích hình trụ thẳng có đáy 

iS   và chiều cao ( ),i if x y , nó khác rất ít thể tích iV  của vật thể hình trụ nhỏ thứ i nếu 

mảnh iS  có đường kính khá nhỏ, vì hàm số ),( yxfz =  liên tục. Vậy có thể xem thể 
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tích V  của vật thể hình trụ xấp xỉ bằng   ( )
1

,
n

i i i

i

f x y S
=

  . Phép xấp xỉ này càng chính 

xác nếu n càng lớn và các iS  có đường kính càng nhỏ. Do đó thể tích V của vật thể 

hình trụ đang xét được định nghĩa bằng giới hạn, nếu có, của tổng trên khi n→ sao 

cho đường kính lớn nhất trong các đường kính id  của các mảnh iS  dần tới không, 

giới hạn ấy không phụ thuộc vào cách chia miền D, cũng như cách chọn điểm  iM  .  

b) Định nghĩa. 

 Cho hàm số ),( yxfz =  xác định trong miền 2RD  . Chia miền D một cách tùy 

ý thành n miền nhỏ, ký hiệu iS . Trong mỗi miền iS  lấy điểm tùy ý ( )ii yxM , . Tổng 

( ) i

n

i

iin SyxfS =
=1

,   ( trong đó iS là diện tích miền iS  )  được gọi là tổng tích phân 

của hàm số ),( yxfz =  trong miền D . 

           Gọi ( ) ( )ii sdsd = ,max  là đường kính miền iS . Nếu khi →n sao cho 

0→  mà nS  dần tới một giới hạn xác định I  , không phụ thuộc vào cách chia miền 

D và cách lấy điểm iM  trong mỗi mảnh is , thì giới hạn ấy được gọi là tích phân bội 2 

của hàm số ),( yxf  trong miền D và được ký hiệu là: ( )
D

dxdyyxf ,  

D  được gọi là miền lấy tích phân, ),( yxf   được gọi là hàm dưới dấu tích phân. 

• Nếu hàm số ),( yxf  có tích phân bội 2 trên D thì hàm ),( yxf được gọi là khả tích 

trên D. Người ta chứng minh được rằng nếu hàm ),( yxf  liên tục trên miền đóng D thì 

nó khả tích trên miền ấy. 

• Nếu ),( yxf  liên tục, không âm ( ) Dyx  ,  thì thể tích hình trụ xét ở trên 

( )=
D

dxdyyxfV , . 

• Nếu ( ) Dyxyxf = ,,1),(  thì diện tích S của miền D : =
D

dxdyS  

3.3.2. Tính chất 

 Tính chất tích phân bội 2 có những tính chất tương tự như tích phân xác định 

sau đây, với giả thiết rằng các tích phân trong các tính chất trên đều tồn tại. 

      i) ( ) ( )  ( ) ( ) +=+
DDD

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ,,,,  

      ii) ( ) ( ) kdxdyyxfkdxdyyxkf
DD

,,,  =  là hằng số. 

           iii) Nếu miền D  chia thành 2 miền 

   ( )= 2121, DDDD  thì 

 ( ) ( ) ( ) +=

21

,,,
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

 

     

 

 

  iv) Nếu ( ) ( ) ( ) Dyxyxgyxf  ,,,,  thì ( ) ( ) 
DD

dxdyyxgdxdyyxf ,,  
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y   

2( )y y x=

1( )y y x=

3.3.3. Các cách tính tích bội 2 . 

 

a) Miền D là hình chữ nhật    dcbaD ,, =  

Nếu ),( yxf  liên tục trên    dcbaD ,, =  thì  

( ) ( ) ( )   












=













==

d

c

b

a

d

c

b

aD

dxdyyxfdydxyxfdxdyyxfI ,,,  

 

          Ví dụ 3.23. Tính các tích phân  

 a) ( ) +=
D

dxdyyxI 2 ,    2,11,0 =D  

          Vì yxz += 2  liên tục trên D, nên:  ( ) =+= 
D

dxdyyxI 2 ( )dxyxdy +

1

0

2

1

2  

          Nhưng ( ) ( yxyxdxyx +=+=+ 12
1

0

2

1

0

 

          Do đó: ( )
2

5

2
1

2

1

22

1

=






+=+= 

y
ydyyI  

          b)     =
D

Dydxdyx 1,01,0,2  

          Vì yxz 2=  liên tục trên D , nên:    












=

D

dyydxxydxdyx

1

0

1

0

22  

          Nhưng 
33

1

0

31

0

2 yx
yydxx == . Do đó:  

6

1

63

1

0

21

0

=== 
y

dy
y

I  

          c) 
( )

   2,12,1,
2

=
+

=  D
yx

dxdy
I

D

 

          Vì 
( )2

1

yx
z

+
=  liên tục trên D , nên: 

          
( ) ( )  














+
=

+
=

2

1

2

1

22
dx

yx

dy

yx

dxdy
I

D

 

          Nhưng   
( ) 2

1

1

11
2

1

2

1

2 +
−

+
=







+
−=

+
 xxyxyx

dy
 

          Do đó: (
8

9
ln2ln33ln22ln1ln

2

1

1

1 2

1

2

1

=−=+−+=








+
−

+
=  xxdx

xx
I  

          Chú ý. Nếu ( ) ( ) ( )yfxfyxf 21, = , ta có: ( ) ( ) ( )  =

b

a

d

cD

dyyfdxxfdxdyyxf 21,  

b) Với D  là hình thang cong 

• Giả sử ( ) ( ) ( )  121 ,,:, yxyyxybxayxD =  và 2y  là hai hàm liên tục trên 

 ba, . Nếu ),( yxf  liên tục  trên D thì ta có:  

                

 

 

y   

x   a   b   

d   

c   

O   

D   
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( ) ( ) dxdyyxfdxdyyxfI

b

a

xy

xyD

  












==

)(

)(

2

1

,,  

 

 

 

 

 

 

• Giả sử ( ) ( ) ( )  121 ,,:, xyxxyxdycyxD =  và 
2x  là hai hàm liên tục trên 

 dc, . Nếu ),( yxf  liên tục trên D thì ta có:  

         

( ) ( ) dydxyxfdxdyyxfI

d

c

yx

yxD

  












==

)(

)(

2

1

,,  

 

                                                                                                                         

                                                                                                                                                               

     

 

             

 Với D  là miền bất kỳ ta dùng các đường song song với các trục tọa độ chia 
D thành các miền trên. 

           Ví dụ 3.24. 

a) Tính dxdy
y

x
I

D

=
2

2

, trong đó D là miền giới hạn bởi các đường  

xy
x

yx === ,
1

,2 . 

           Ta có: 








= xy
x

xD
1

,21 . Do đó 

( )
4

9

42

11
2

1

422

1

2

1

32

1

2

1

2

1

2

1 1
2

2

2

22

1

=






+−=+−=








+−=









−===    
xx

dxxxdxx
x

x
y

dxx
y

dy
dxxdy

y

x
dxI

x

x

x

x

x

x

          b) Tính =
D

xydxdyI ,  trong đó D là miền giới hạn bởi các đường  

xyxy 2;4 2 =−=  

                                                                                         

1( )y y x=

 

2( )y y x=

 

2 ( )x x y=

 

2 ( )x x y=  
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           Ta có: 








+−= 4
2

,42
2

yx
y

yD  hoặc 
21 DDD =  

với    xyxxDxyxxD 24,82;22,20 21 −=−=  

           Trong trường hợp này ta nên lấy tích phân theo biến x  trước và theo biến y  

sau: 

90
24

8
3

8

42

1

4
168

2

1

2
.

4

2

6
2

344

2

4
2

4

2

4

2

24

2

4

2
2

2

=







−++=








−++===

−−

+

−

+

−


y

y
yy

dy
y

yyydy
x

ydxxydyI

y

y

y

y

c) . Đổi biến trong tích phân kép. 

  Khi tính tích phân của những hàm ( )yxfz ,=  trên miền D  phức tạp trong hệ 

tọa độ Oxy , tìm biến đổi ( ) ( )vuyyvuxx ,,, ==  để đưa miền D  về miền D  trong hệ tọa 

độ Ouv  đơn giản hơn ( chẳng hạn đưa D  về miền hình chữ nhật đơn giản D ). 

Đặt ( )vuxx ,=  

       ( )vuyy ,=  

Khi đó: ( ) ( ) ( )( )


==
DD

đuvJvuyvuxfdxdyyxfI ,,,, , trong đó định thức Jacobi 

yx

yxvu

vu

vv

uuyy

xx
J




=




=

1
 

Ví dụ 3.25. Tính ( ) DdxdyyxI
D

, += là miền giới hạn bởi các đường 

 12,12,3,0 =+−−=+−=+=+ yxyxyxyx  

 

 

 

           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Đặt yxvyxu +−=+= 2, . 

           Ta có:   11,30 −= vuD  và  
3

1

12

11

1
=

−

=J  

           Suy ra: 3.
2

.
3

1

3

1

3

1 1

1

3

0

23

0

1

1

====
−

−

  v
u

dvuduududvI
D

 

Nhận xét. Nếu giải ví dụ trên bằng cách chia miền D thành các miền nhỏ rồi áp dụng 

tính chất (iii) của tích phân bội 2 thì sẽ phức tạp hơn nhiều so với phương pháp đổi 

biến.  

u   

x   

v

  

O

  

1 

- 1 

3 
D   D
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          Một trong các phép đổi biến hay được sử dụng là dùng trong hệ tọa độ cực. 

          Đặt cos , sinx r y r = =  

( ) ( ) ( ) 1 2 1 2, : ,D r r r r     =      

 

 

Định thức Jacobi 
cos sin

sin cos

r
J r

r

 

 

−
= =      

 

  

 

 

 Việc sử dụng tọa độ cực khá thuận tiện khi miền lấy tích phân là hình tròn,  

quạt tròn hoặc hình elip và khi biểu thức dưới dấu tích phân chứa 22 yx +  

           Ví dụ 3.26.  Tính D
yx

dxdy
I

D

,
1 22

++
= là một phần tư hình tròn đơn vị nằm 

trong góc phần tư thứ nhất. 

Chuyển sang tọa độ cực, miền 0 1,0
2

D r



 

=     
 

 

( )
1 2 1

2
2 02 2 0

0 0

1 2 1
21 1D

rdrd rdr
I d r

r r



 
 = = = + = −

+ +
    

 

 

 

 

 Ví dụ 3.27. Tính DdxdyyxI
D

,22

 +=  là miền xác định bởi: 

           04,02 2222 −+−+ xyxxyx  

          Đường tròn 0222 =−+ xyx  chuyển  

sang tọa độ cực có phương trình  

 
2 2 2 2cos sin 2 cos 0

2cos

r r r

r

  



+ − =

 =
, 

22





−  

         Đường tròn 0422 =−+ xyx chuyển sang tọa  

độ cực có phương trình 

          
2 2 2 2cos sin 4 cos 0

4cos

r r r

r

  



+ − =

 = 22





−  

 Vậy miền D  trong hệ tọa độ cực:  

          








−=
22

,cos4cos2





 rD  

Do đó:  
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( ) ( )
3

224

3

sin
sin

3

56
sinsin1

3

56

3

cos8

3

cos64

3
..

2

2

32

2

2

2

2

33
cos4

cos2

32

2

cos4

cos2

2
2

2

=






−=

















−=









−=







===

−−

−−−









































d

d
r

ddrrddrdrrI
D

 

3.3.4.Ứng dụng của tích phân bội 

a) Diện tích hình phẳng 

           Diện tích  S  của hình phẳng D  là: =
D

dxdyS  

           Ví dụ 3.28. Tính diện tích hình phẳng D  giới hạn bởi:  

2 3
2 , 2 , 2

2
y x x y x y x= − = − = +   

Ta có: 
1 2D D D

S dxdy dxdy dxdy= = +    

              
2 2

3
2

0 2 4 2

1 02 2

x
x

x x x x

dx dy dx dy

+
−

− − −

= +      

              ( )
0 4

2 2

1 0

7
2 2

2
x x dx x x dx

−

 
= + − + + − 

 
    

              

0 4
2 3 3

2

1 0

7
2 2

2 3 4 3

x x x
x x x

−

   
= + − + + −   
   

 
27

2
=   

b) Thể tích khối trụ 

 Cho hình trụ V có các đường sinh song song với Oz , hai đáy giới hạn bởi các 

mặt ),(,0 yxfzz ==  với 0),( yxf  và liên tục ( ) Dyx  , . Khi đó thể tích khối trụ 

là: =
D

dxdyyxfV ),(  

           Ví dụ 3.29. Tính thể tích V  giới hạn bởi phần hình trụ 122 =+ yx  và hai mặt 

phẳng 0,02 ==−++ zzyx  

    Ta có:  

         ( )( , ) 2
D D

V f x y dxdy x y dxdy= = − −                                                           

trong đó D  là hình tròn 122 =+ yx  nằm trong mặt  

phẳng Oxy .  

Chuyển sang tọa độ cực miền  0 1, 0 2D r  =       

Suy ra: ( )
2 1

0 0

2 cos sinV d r r r dr



  = − −    

               
1

2 3 3
2

0 0

cos sin
3 3

r r
r d



  
 

= − − 
 


2

0

cos sin
1

3 3
d


 


 

= − − 
 


2

0

sin cos
2

3 3


 

 
 

= − + = 
 

 

   

Bài tập. 
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Câu 1. Dùng phương pháp đổi biến tính các tích phân sau: 

1) 2 5x xdx−                             
( )

6)
ln .ln ln

dx

x x x                           

2
2)

1

dx

x x+
                                

6
7)

9 4

x

x x
dx

−  

3)
1x

dx

e −
                                   

3sin
8)

cos

x
dx

x
   

4) 
2xxe dx                                    9) 

2ln xdx

x   

5) 3sin xdx   

Câu 2. Dùng phương pháp tích phân từng phần tính các tích phân sau: 

1) arctan xdx                            ( )7) sin ln x dx                                

( )
2

2) ln x dx                               
2

ln
8)

x
dx

x
   

2
3)

cos

x
dx

x                               
3

cos
9)

sin

x x
dx

x   

4) xshxdx                                  
1

10) ln
1

x
x dx

x

+

−  

5) 3xxe dx                                  211) cosxe xdx   

6) ln 5x xdx                               12) arctanx xdx   

Câu 3. Tính tích phân các phân thức hữu tỉ 

( )
2

2
1)

2 2

xdx

x x+ +
                    

2

2 5
3)

3 10

x
dx

x x

+

+ −         

( ) ( )

2

2 2

3 2 1
2)

1 1

x x
dx

x x

+ +

+ +
               

3

3

1
4)

4

x
dx

x x

−

−         

Câu 4. Tính các tích phân sau bằng phương pháp đổi biến: 

2

2

0

sin 2
1)

1 2cos

x
dx

x



+
                        

ln 2

0

2) 1xe dx−   

3)

3

2 1

dx

x x −
                               

2

2

0

4) 4x x dx−   

Câu 5. Tính các tích phân sau bằng phương pháp tích phân từng phần 

( )
2

1

1) cos ln

e

x dx



                                
1

3) ln

e

e

x dx   

3

2

0

sin
2)

cos

x x
dx

x



                                    
3

2

4

4)
sin

xdx

x




     

Câu 6. Tính các tích phân suy rộng sau: 
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( )

( ) ( )

2

2

0 0

2 32
2

2 2

2

0

1) 7)
1

1 2
2) 8)

1 1 1

3) 9) sin x
4 8

x

x

dx
xe

x

xdx
dx

x x x

dx
e dx

x x

+ +

−

+ +

+ +

−

−

+

 
 +
 − + + 

+ +

 

 

 

  

( )

( )

( )

1 1

2
0 0

2 1

2
30 0

1 1 3

0 0

4) 10)
11

5) 11) ln

1

ln
6) 12)

2 1

dx dx

x xx

dx
x xdx

x

dx x
dx

xx x

−−

−

− −

 

 

 

  

Câu 7. Tính các tích phân sau: 
2 ln

1 0

1) 6

x

yI dx xe dy=    

2) =
2

0

3

1

0

.3

y

xydxeydyI  

3)  +=

x

dyyxdxI

2

0

1

0

)(3  

4)  
D

dxdy
x

I
y

=  , trong đó D giới hạn bởi 2 2,y x y x= =     

5)  =
D

ydxdyxI 22 trong ñoù D laø tam giaùc vôùi caùc ñænh O(0, 0); A(1, 0); 

B(1, 1). 

( )6) sinx 2cos
D

I y dxdy= + , trong đó D là hình chữ nhật 0 ;0
2

x y


      

37)
D

I xy dxdy=  , trong đó D là hình chữ nhật 0 1;0 2x y     

8)
D

I xydxdy=  , trong đó D là hình chữ nhật 0 1;0 2x y     

9) x y

D

I e dxdy+=  , trong đó D là hình chữ nhật 0 1;0 1x y     

( )2 210)
D

I x y dxdy= + , trong đó D là hình tròn 2 2 1x y+    

2 211)
D

I x y dxdy= + , trong đó D là hình vành khăn 2 21 4x y +   

12)
D

dxdyI xy=  , trong đó D giới hạn bởi 24, 2y x y x= − =  

13)  
D

(3 2 )dxdyI x y= + , trong đó D giới hạn bởi 

3 1, 3 2,2 3 0,2 3 1x y x y x y x y+ = + = − = − =   
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14)
D

dxdyI =   với  2 2 1, 3 , 0D x y y x y= +     

15) =
D

ydxdyxI 22 trong ñoù D laø tam giaùc vôùi caùc ñænh O(0, 0); A(1, 0); 

B(1, 1). 

16)  







−=

D

dxdyI
2

1 trong ñoù D laø mieàn giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng 

2xy = vaø xxy 22 −−= . 

17)  2( 3 )
D

I x y dxdy= −  trong đó D là miền  giới hạn bởi :  

x+y =4, x+y=2 ,x-3y=0 , x-3y =3     

18) 2 2

D

dxdyI x y= +  với  2 2 4, 0, 0D x y x y= +     

19) 2 2ln dxdy
D

I x y= +  với  2 2 1, 0D x y y= +    

20)
2 2

1
dxdy

D

I
x y

=
+  với  2 2 9D x y= +   

21)  dxdy
D

I =   với 
2 2

1, 0
9 4

x y
D x

 
= +   
 

 

Câu 8.  Ñoåi thöù töï tính tích phaân  

a. .),(

4

2

2

1


−

=

x

dyyxfdxI  

b. .),(

2

2

2

1

=
x

dyyxfdxI  

c. .),(

2
4

1

=
y

y

dxyxfdyI  

 

Chương 4. LÝ THUYẾT CHUỖI 

4.1. Đại cương về chuỗi số 

4.1.1.Định nghĩa. Cho dãy số ,...,...,, 21 nuuu  

          Biểu thức ......21 ++++ nuuu  được gọi là chuỗi số và được ký hiệu là 


=1n

nu . 

,...,...,, 21 nuuu  được gọi là các số hạng của chuỗi, nu  với n tổng quát gọi là số hạng tổng 

quát. 

            Tổng nn uuuS +++= ...21  được gọi là tổng riêng thứ n của chuỗi. 

             Nếu nS  dần tới một giới hạn hữu hạn S  khi →n , ta nói rằng  chuỗi số  




=1n

nu  hôi tụ và có tổng bằng S . Nếu nS  không dần tới một giới hạn hữu hạn khi 

→n , ta nói rằng chuỗi phân kỳ. 
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           Ví dụ 4.1. Xét chuỗi số 
( )1

1

1n n n



= +
  

Ta có: 

( ) 1

1
1

1

11
...

4

1

3

1

3

1

2

1

2

1
1

1

1
...

4.3

1

3.2

1

2.1

1

+
−=









+
−++








−+








−+








−=

+
++++=

nnnnn
Sn  

1
1

1
1 =









+
−=

→→ n
LimLimS
nn

n  

Vậy chuỗi hội tụ và .1=S  

           Ví dụ 4.2.  Xét chuỗi 


=1n

nq . Đó là một cấp số nhân vô hạn có công bội q. 

           Với 1q : 
1

1

−

−
=

q

q
S

n

n
 

            Nếu 1q  thì 0→nq  khi →n , do đó 
q

SLim n
n −

=
→ 1

1
. Vậy chuỗi số hội tụ và 

có tổng 
q

S
−

=
1

1
. 

           Nếu 1q  thì →nq  khi →n , do đó =
→

n
n

SLim . Vậy chuỗi số phân kỳ.  

           Nếu 1=q  thì nSn = , do đó =
→

n
n

SLim . Vậy chuỗi số phân kỳ. 

           Vậy chuỗi số 


=1n

nq  hội tụ nếu 1q , phân kỳ nếu 1q . 

4.1.2. Điều kiện cần để chuỗi hội tụ. 

Định lý. Nếu chuỗi số 


=1n

nu hội tụ thì 0=
→

n
n

uLim . 

           Từ định lý trên suy ra rằng nếu nu  không dần tới không khi →n  thì chuỗi số 




=1n

nu  phân kỳ, chẳng hạn chuỗi số 


= +1
2

2

32n n

n
 phân kỳ vì số hạng tổng quát 

0
2

1

32 2

2

→
+

=
n

n
un  khi →n . 

           Điều kiện 0=
→

n
n

uLim  chỉ là điều kiện cần, chứ không phải là điều kiện đủ để 

chuỗi 


=1n

nu hội tụ. 

           Ví dụ 4.3.  Xét chuỗi điều hòa 


=1

1

n n
 

           Số hạng tổng quát 0
1
→=

n
un  khi →n . Nhưng chuỗi số phân kỳ. Thật vậy, 

ta có: 

            
2

1

22

1
...

2

1

2

1

2

1
...

2

1

1

1
2 ==+++++

+
+

+
=−

n

n

nnnnnn
SS nn  

 

           Nếu chuỗi số hội tụ thì nS  và nS2  cùng dần tới một giới hạn khi →n , tức là 

( ) 02 =−
→

nn
n

SSLim . Điều này mâu thuẫn với 
2

1
2 − nn SS  
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4.1.3.Một số tính chất đơn giản của chuỗi số hội tụ. 

          i) Nếu chuỗi số 


=1n

nu hội tụ thì chuỗi 


=1n

nku ( k  là hằng số ) hội tụ và: 

           


=1n

nku 


=

=
1n

nuk  

 ii) Nếu các chuỗi số 


=1n

nu , 


=1n

nu  hội tụ thì chuỗi n

n

n vu 


=1

 hội tụ và: 

           =


=

n

n

n vu
1




=1n

nu 


=1n

nu . 

           iii) Tính chất hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số không thay đổi khi ta thêm,bớt 

vào chuỗi số một số hữu hạn các số hạng. 

4.2.Chuỗi số dương 

 Chuỗi 


=1n

nu  với 0,nu n   được gọi là chuỗi số dương. 

4.2.1. Các định lý so sánh. 

Định lý 1. Cho hai chuỗi số dương 


=1n

nu  và 
1

n

n

v


=

 . Giả sử 0,n nu v n n N    . 

Khi đó nếu chuỗi số 
1

n

n

v


=

  hội tụ thì chuỗi số 


=1n

nu  hội tụ; nếu chuỗi số 


=1n

nu phân kì 

thì chuỗi số 
1

n

n

v


=

  phân kì. 

Ví dụ 4.4. Chuỗi số 
1

1

.2n
n n



=

  hội tụ, vì ta có 
1 1

, 1
.2 2n n

n
n

     và chuỗi số 

1

1

2

n

n



=

 
 
 

  hội tụ. 

Định lý 2. Cho hai chuỗi số dương 


=1n

nu  và 
1

n

n

v


=

 . Nếu tồn tại giới hạn hữu hạn  

0n

n
n

u
Lim k

v→
=   thì hai chuỗi số ấy đồng thời hội tụ hay phân kì 

Ví dụ 4.5. Xét sự hội tụ của chuỗi 
2

2
1

5

3n
n

n n

n



=

+ +
  

Chọn 
2

2

1 5
,

3 3
n nn n

n n
u v

n

+ +
= =  .  

Ta có: 1n

n
n

u
Lim

v→
= . Và do chuỗi 

1

1

3

n

n



=

 
 
 

 hội nên suy ra chuỗi 
2

2
1

5

3n
n

n n

n



=

+ +
  hội tụ. 

4.2.2. Các quy tắc khảo sát tính hội tụ của chuỗi số 

Quy tắc D’Alembert. Cho chuỗi số dương 


=1n

nu . Nếu 1n

n
n

u
Lim k

u

+

→
=  thì chuỗi số 

hội tụ khi 1k  , phân kì khi 1.k    

Quy tắc Cauchy. Cho chuỗi số dương 


=1n

nu . Nếu n
n

n
Lim u k
→

=  thì chuỗi số hội 

tụ khi 1k  , phân kì khi 1.k    
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Quy tắc so sánh với tích phân. Giả sử hàm số ( )f x  liên tục, dương, giảm trên 

khoảng  )1,+  và dần tới 0 khi x→+ . Khi đó tích phân suy rộng 
1

( )f x dx

+

  và chuỗi 

số 


=1n

nu , trong đó ( )nu f n= , cùng hội tụ hoặc cùng phân kì. 

Ví dụ 4.6. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau: 

a) 
1

!
n

n

n

n



=

  

Ta có: 
( )

( )
1

1

1 !
.

! 11

nn

n

n

n

nu n n

u n nn

+

+

+  
= =  

+ +
  

Do 1 1
1n

n
n

u
Lim

u e

+

→
=   nên suy ra chuỗi 

1

!
n

n

n

n



=

  hội tụ. 

b) 

2

1

1
1

n

n n



=

 
+ 

 
  

Ta có: 
1

1

n

n
nu

n

 
= + 
 

  

Do 1n
n

n
Lim u e
→

=   nên suy ra chuỗi 

2

1

1
1

n

n n



=

 
+ 

 
  phân kì. 

c) 
1

1

n n



=

 ,   là một hằng số.  

Ta so sánh chuỗi trên với tích phân 
1

dx

x



  . Do tích phân 
1

dx

x



  hội tụ khi 1  , 

phân kì khi 1   nên chuỗi 
1

1

n n



=

  hội tụ khi 1  , phân kì khi 1  . 

4.3.Chuỗi có số hạng với dấu bất kì. 

4.3.1. Hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ 

          Xét chuỗi 


=1n

nu  với các số hạng nu  có dấu bất kì. 

Định lý. Nếu chuỗi 
1

n

n

u


=

  hội tụ thì chuỗi 


=1n

nu  cũng hội tụ. Điều ngược lại không 

đúng. 

Định nghĩa. Chuỗi số 


=1n

nu  được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu 
1

n

n

u


=

  hội tụ, là bán hội tụ 

nếu 


=1n

nu nhưng 
1

n

n

u


=

  phân kì. 

Ví dụ 4.7. Xét chuỗi 
2

1

sin

n

n

n



=

 .  

Vì 
2 2

sin 1n

n n
  và vì chuỗi 

2
1

1

n n



=

   hội tụ, nên chuỗi 
2

1

sin

n

n

n



=

   hội tụ. Do đó 

chuỗi đang xét hội tụ tuyệt đối. 

4.3.2. Chuỗi số đan dấu 
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Chuỗi có dạng ( ) ( )
1

1 , 0
n

n n

n

u u


=

−   được gọi là chuỗi đan dấu. 

Định lý Leibniz. Nếu dãy số dương ,...,...,, 21 nuuu giảm và dần tới 0 khi n→ 

thì chuỗi số đan dấu ( )
1

1
n

n

n

u


=

−  hội tụ. 

Ví dụ 4.8. Xét chuỗi ( )
1

1
1

n

n n



=

− . Nó thỏa mãn các điều kiện của định lý 

Leibniz, nên nó hội tụ. Nhưng chuỗi 
1

1

n n



=

 phân kì. Vậy chuỗi đang xét bán hội tụ. 

4.4. Chuỗi hàm số 

Mở rộng khái niệm chuỗi số, ta xét chuỗi hàm: 

Cho 1 2( ), ( ),..., ( ),...nu x u x u x  là dãy các hàm số cùng xác định trên X R  . Xét 

tổng vô hạn 1 2( ) ( ) ... ( ) ...nu x u x u x+ + + +  được gọi là chuỗi hàm số, và ký hiệu là 

1

( )n

n

u x


=

 . Gọi 1 2( ) ( ) ( ) ... ( )n nS x u x u x u x= + + +  là tổng riêng thứ n của chuỗi hàm số 

1

( )n

n

u x


=

 . Giới hạn S của dãy các tổng riêng được gọi là tổng của chuỗi hàm số.  

Xét sự hội tụ của chuỗi hàm ta quy về xét sự hội tụ của chuỗi số, cứ mỗi 0x X  

ứng với chuỗi số 0

1

( )n

n

u x


=

 , và ta xét sự hội tụ của chuỗi số đó.  

4.4.1. Chuỗi lũy thừa. Bán kính hội tụ 

Ta gọi chuỗi lũy thừa là chuỗi hàm số có dạng 

2

0 1 2

0

... ...n n

n n

n

a x a a x a x a x


=

= + + + + +  

Định lý Abel.  Nếu chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  hội tụ tại 0 0x x=   thì nó hội tụ tuyệt 

đối tại mọi x với 
0x x  . 

Hệ quả. . Nếu chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  phân kì tại 1 0x x=   thì nó phân kì tại 

mọi x thỏa mãn 
1x x  . 

Rõ ràng chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  luôn hội tụ tại 0x = . Từ định lý Abel, suy ra 

rằng tồn tại một số (0 )R R    sao cho chuỗi lũy thừa hội tụ tuyệt đối trong khoảng 

( ),R R−  và phân kì trong các khoảng ( ), R−  và ( ),R + . Tại ,x R x R= = −  chuỗi lũy 

thừa có thể hội tụ hoặc phân kì. Số R đó được gọi là bán kính hội tụ, khoảng ( ),R R−  

được gọi là khoảng hội tụ của chuỗi lũy thừa. 

Muốn tìm tập hội tụ của chuỗi lũy thừa, ta tìm bán kính hội, rồi khảo sát sự hội 

tụ của nó tại hai mút. 

4.4.2. Quy tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa. 
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Định lý. Nếu 1n

n
n

a
Lim

a
+

→
=  hoặc n

n
n
Lim a 
→

=  thì bán kính hội tụ R của chuỗi 

lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  được xác định bởi. 

1
0

0

0

neu

R neu

neu









  +


= = +
+ =



  

Ví dụ 4.9. Xét chuỗi lũy thừa  
2 3

... ...
2 3

nx x x
x

n
+ + + + +   

Ta có:  1
1

1

n

n n
n

a n
Lim Lim

a n

+

→ →
= =

+
. Vậy chuỗi đã cho hội tụ trong khoảng (-1,1). 

Tại 1x =  , ta có chuỗi số 
1

1 1 1 1
1 ... ...

2 3 nn n



=

+ + + + + =  phân kì.  

Tại 1x = − , ta có chuỗi số ( )
1

1 1 1 1
1 ... 1

2 3 4

n

n n



=

− + − + + = −  là chuỗi đan dấu thỏa 

mãn các điều kiện của định lý Leibniz, nó hội tụ. 

Vậy tập hội tụ của chuỗi lũy thừa đã cho là 1 1x−   . 

4.4.3. Tính chất của chuỗi lũy thừa. 

 i) Tổng của chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  là một hàm số liên tục trong khoảng hội tụ 

của nó. 

 ii) Có thể lấy tích phân từng số hạng chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  trên mọi đoạn  ,a b   

nằm trong khoảng hội tụ của nó: 

 
0 0

b b

n n

n n

n na a

a x dx a x dx
 

= =

 
= 

 
     

 iii) Có thể lấy đạo hàm từng số hạng chuỗi lũy thừa 
0

n

n

n

a x


=

  tại mọi điểm nằm 

trong khoảng hội tụ của nó: 

 2 1

1 2 3

0

2 3 ... ...n n

n n

n

a x a a x a x na x


−

=

 
= + + + + + 

 
  

Bài tập. 

Câu 1. Sử dụng định nghĩa khảo sát sự hội tụ và tính tổng S của các chuỗi số 

sau: 
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( )

( )

( )

1 2
1 3

22
1 1

2

1 1

1 1
1) 4)

3 4

1 2 1
2) 4)

2 1

1
3) 5) ln 2

5

n
n n

n

n
n n

n

n n

n

n

n n

n n

 

−
= =

 

= =

 

= =

−

− +

+

+

 

 

 

  

Câu 2. Khảo sát sự hội tụ của các chuỗi số sau: 

( )

( ) ( )

( )
( )

2 2

1

1 1

1

1 1

2

1 1

1

1 1

1 1

2
1) 6)

2

2 4 !
2) 7)

1 !

1 !
3) 8)

3 2 !

1
4) 9)

2 5 1

1 3 2
5) 10)

3 1 5 3

n

n n
n n

n n

n
n n

n
n n

n n n

n n

n n n

n
n n

n

n

n

n n

n n n

n

n n

n n

n n n

n n n

− 

= =

− 

= =

 

= =

− 

= =

 

= =

−

+

−   
   

+ +   

+     
     

+ + +     

 

 

 

 

 

  

Câu 3. Tìm miền hội tụ của các chuỗi lũy thừa sau: 

( )
( )

( )

3

1 1

2 1

2
1 1

1 1

1) ! 4)
.4

22
2) 3 5)

2 1

1
3) 1 6)

2 1 1

n
n

n
n n

n

n

n n

n n
n

n n

x
n x

n

xn
x

n n

n nx
x

n n

 

= =

+
 

= =

 

= =

++
+

+

+   
−   

+ +   

 

 

 

  

 

Chương 5. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN 

 Khi nghiên cứu sự phụ thuộc lẫn nhau giữa các đại lượng, nhiều khi không thể 

thiết lập một cách trưc tiếp quy luật phụ thuộc hàm số, mà có thể dễ dàng thiết lập mối 

liên hệ giữa các đại lượng có quan hệ hàm số và các đạo hàm hoặc vi phân của hàm số 

biểu diễn sự phụ thuộc một đại lượng vào các đại lượng khác. Chẳng hạn, ta xét ví dụ 

sau: 

   Cho một vật có khối lượng m  rơi tự do trong không khí. Giả sử sức cản của 

không khí tỉ lệ với vận tốc rơi là )(tv vào thời điểm t  với hệ số tỉ lệ là 0k . Tìm )(tv .  

  Khi vật rơi thì lực tác dụng lên vật gồm có: Lực hút trái đất mg  và lực cản 

không khí )(tkv . 

Theo định luật Newton: maF = , trong đó F  là hợp lực tác động lên vật và a  là gia 

tốc chuyển động. Do gia tốc 
dv

a
dt

= , nên ta có phương trình: 
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 kvmg
dt

dv
m −=    (*) 

Vậy vận tốc  v  của vật rơi tự do thỏa mãn phương trình (*) với sự xuất hiện của đạo 

hàm của v . Những phương trình như vậy ta sẽ gọi là phương trình vi phân. 

5.1. Các khái niệm cơ bản 

 Phương trình vi phân là một phương trình chứa biến độc lập, hàm phải tìm và 

các đạo hàm hoặc vi phân của nó. 

  Phương trình vi phân với hàm số phải tìm là hàm số một biến số được gọi là 

phương trình vi phân thường. 

  Phương trình vi phân với hàm số phải tìm là hàm số nhiều biến số được gọi là 

phương trình đạo hàm riêng. 

  Cấp của phương trình vi phân là cấp cao nhất của đạo hàm hoặc vi phân của 

hàm phải tìm có mặt trong phương trình đó, chẳng hạn xyxyy sin22 =−+  là phương 

trình vi phân cấp 1, 03 =− yy  là phương trình vi phân cấp 2. 

Trong chương này chúng ta chỉ đề cập đến phương trình vi phân thường. 

  Phương trình vi phân thường cấp n có dạng tổng quát như sau:  

          ( ) 0,...,,,, )( = nyyyyxF  

 Phương trình vi phân được gọi là tuyến tính nếu F  là bậc nhất đối với 
)(,...,,, nyyyy  . Dạng tổng quát của phương trình vi phân tuyến tính cấp n là  

          ( ) )()(...)( 1

1

)( xbyxayxay n

nn =+++ − , trong đó )(),(),...,(),( 21 xbxaxaxa n  là những 

hàm số cho trước. 

 Nghiệm của phương trình vi phân là mọi hàm số thỏa mãn phương trình ấy, tức 

là mọi hàm số sao cho khi thế nó vào phương trình ta được một đồng nhất thức. Chẳng 

hạn, các hàm số Cxy += sin , trong đó C  là các hằng số tùy ý, là nghiệm của phương 

trình .cos xy =   

 Giải một phương trình vi phân là tìm tất cả các nghiệm của nó. Về mặt hình học 

mỗi nghiệm của phương trình vi phân xác định một đường gọi là đường tích phân của 

phương trình. Giải một phương trình vi phân là tìm tất cả các đường tích phân. 

5.2. Phương trình vi phân cấp 1. 

5.2.1. Khái quát chung về phương trình vi phân cấp một. 

• Dạng tổng quát của phương trình vi phân cấp một là 

(5.1)       ( ) 0,, =yyxF    

Nếu giải được phương trình ấy đối với y  , phương trình sẽ có dạng  

(5.2)       ( )yxfy ,=  

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (5.2) thỏa mãn điều kiện  

 0y y=  khi 0xx =  trong đó 0 0,x y  là các số thực cho trước được gọi là bài toán Cauchy. 

Điều kiện 0y y=  khi 0xx =  được gọi là điều kiện ban đầu. 

 Hàm số ( )Cxy ,=  được gọi là nghiệm tổng quát của phương trình vi phân nếu 

khi gán cho C  một số bất kỳ một số thực  ta được một nghiệm của phương trình đó. 

 Đôi khi ta không tìm được nghiệm tổng quát của phương trình (5.2) dưới dạng 

tường minh ( )Cxy ,= , mà tìm được một hệ thức có dạng ( ) 0,, =Cyx , nó xác định 

nghiệm tổng quát dưới dạng ẩn. Hệ thức ấy được gọi là tích phân tổng quát của 

phương trình (5.2). 

 Nghiệm riêng của phương trình (5.2) là mọi hàm số ( )0,Cxy = mà ta được 

bằng cách cho C  trong nghiệm tổng quát một giá trị xác định 0C . Hệ thức 
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( ) 0,, 0 =Cyx  mà ta được bằng cách cho C  trong tích phân tổng quát lấy giá trị 0C  

được gọi là tích phân riêng. 

 Phương trình (5.2) có thể có một số nghiệm không nằm trong họ nghiệm tổng 

quát, những nghiệm ấy được gọi là nghiệm kì dị. 

5.2.2. Phương trình với biến số phân li. 

 Là phương trình có dạng  

(5.3)   ( ) ( ) 0=+ dyygdxxf  

 Lấy tích phân hai vế, ta được 

 ( ) ( )  =+ Cdyygdxxf  

hay ( ) ( ) CyGxF =+ , trong đó )(xF  là một nguyên hàm của ( )xf , ( )yG  là một nguyên 

hàm của ( )yg .  

           Ví dụ 5.1. Giải phương trình ( ) ( ) 011 =−++ xdyyydxx  

 Nếu 0,0  yx ,chia hai vế của phương trình cho xy , ta được: 

     01
1

1
1

=







−+








+ dy

y
dx

x
 

      Lấy tích phân hai vế:   =







−+








+ Cdy

y
dx

x
1

1
1

1
 

      Nghiệm tổng quát của phương trình: Cyyxx =−++ lnln  

      Dễ thấy 0,0 == yx  cũng thỏa mãn phương trình, chúng là nghiệm kì dị. 

            Ví dụ 5.2. Tìm nghiệm riêng của phương trình 0=+
 ye

x

yy
 thỏa mãn điều kiện 

( ) .01 =y  

     Thay 
dx

dy
y = , phương trình trở thành 

    0=+ ye
xdx

ydy
 

    
0

0

=+

=+

− xdxdyye

dxxeydy

y

y

 

    Lấy tích phân hai vế, ta được nghiệm tổng quát: C
x

eye yy =+−− −−

2

2

 

   Theo điều kiện ban đầu thì 0=y  khi 1=x , do đó: 
2

1

2

1
1 −==+− CC  

         Vậy nghiệm riêng của phương trình thỏa mãn điều kiện đầu ( ) 01 =y  là 

2

1

2

2

−=+−− −− x
eye yy  

5.2.3. Phương trình thuần nhất  

          Là phương trình có dạng  

(5.4)  







=

x

y
fy  

          Đặt uxy = , trong đó u  là một hàm số của x , suy ra: 

         )(ufuxuy =+=  hay uuf
dx

du
x −= )(  
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          Do đó, nếu 0)( − uuf  thì phương trình (5.4) đưa về phương trình với biến số 

phân li  
uuf

du

x

dx

−
=

)(
 

 Ví dụ 5.3. Giải phương trình 
x

y

x

y

dx

dy
tan+=  

      Đặt uxy =    u
dx

du
x

dx

dy
+= . Thay vào phương trình, ta được: 

     uuu
dx

du
x tan+=+  

      

( )0tan
tan

tan

tan

=

=

=

u
x

dx

u

du

udxxdu

u
dx

du
x

 

      Tích phân hai vế, ta được 

      Cxu lnlnsinln +=  hay Cxu =sin  

      Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là Cx
x

y
=sin  

   Ví dụ 5.4. Giải phương trình 
xy

yx
y

2

22 +
=  

Ta có: 

x

y

x

y

y

2

1

2









+

=  

Đặt uxy = , suy ra 
u

u
u

dx

du
x

2

1 2+
=+  

( )10
1

2

2

1

2

1

2

2

2

=+
−



−
=

−
=

u
x

dx

u

udu

dx
u

u
xdu

u

u

dx

xdu

 

Lấy tích phân hai vế, ta được  

 

( ) Cxu

Cxu

=−

=+−

1

lnln1ln

2

2

 

            Do đó nghiệm tổng quát của phương trình là Cx
x

y
=








−1

2

2

hay Cxxy =− 22  

            Nếu 1=u  xy =  thay vào phương trình, ta có: 11 =  nên xy =  là 

nghiệm kì dị. 

5.2.4. Phương trình tuyến tính cấp một. 

           Là phương trình có dạng  

(5.5)   ( ) ( )xqyxpy =+ , trong đó ( ) ( )xqxp ,  là những hàm số liên tục. Phương trình 

tuyến tính được gọi là thuần nhất nếu ( ) 0=xq , là không thuần nhất nếu ( ) 0xq . 
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 Để giải phương trình (5.5) ta tính ( )
( )=

− dxxp

exA , ( ) ( )
( )


=

dxxp

exqxB . 

Khi đó, phương trình (5.5) có nghiệm tổng quát là:  

          ( ) ( ) CxBxAy += , với C là hằng số tùy ý. 

           Ví dụ 5.5. Giải phương trình 
2

2 xxexyy −=+  

Ta có: 

( )
22 xxdx

eexA −−

==  

 ( )  === −

2

2
22 x

xdxdxexexB
xdxx  

           Vậy nghiệm tổng quát của phương trình: 







+= − C

x
ey x

2

2
2

 

            Ví dụ 5.6. Giải phương trình 43
2

x
x

y
y =−  

            Ta có :  

( ) 2ln2
2

xeexA
xx

dx

==


=  

 

( )  ==


=
−

32

2

4 33 xdxxdxexxB x

dx

 

     Vậy nghiệm tổng quát của phương trình: ( )Cxxy += 32  

           Ví dụ 5.7. Tìm nghiệm riêng của phương trình xxyy =+ cot  thỏa mãn điều 

kiện 0
2

=






 
y  . 

  Ta có:  

( )
x

eexA
xxdx

sin

1sinlncot

===
−−

 

( )  +−=== xxxxdxxdxxexB
xdx

sincossin
cot

 

Nghiệm tổng quát của phương trình: ( ) 0sincos
sin

1
=++− Cxxx

x
 

Theo điều kiện ban đầu thì 0=y  khi 
2


=x , do đó:  

101 −==+ CC  

Vậy nghiệm riêng của phương trình: ( ) 01sincos
sin

1
=−+− xxx

x
 

5.2.5. Phương trình Bernoulli 

Là phương trình có dạng  

(5.6) ( ) ( ) yxqyxpy =+ , trong đó ( ) ( )xqxp ,  là những hàm số liên tục, 1,0,   R  

( với 0=  hoặc 1= , phương trình này trở thành phương trình tuyến tính ). 

Chia hai vế (5.6) cho y , ta được 

         ( ) ( )xqyxpyy =+ −−  1  

Đặt ( ) yyyyz −== −−  11 . Phương trình đưa về dạng phương trình tuyến 

tính cấp một đối với :z ( ) ( )xqzxp
z

=+
−



1
 

Ví dụ 5.8. Giải phương trình 2322 yxxyy =−   )2( =  
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Chia hai vế của phương trình (5.9) cho )0(,2 yy  ta được: 
312 22 xxyyy =− −−  

Đặt yyzyz −== −− 21  

Phương trình đã cho trở thành: 322 xxzz =−−  

Giải phương trình tuyến tính này ta tìm được: 21
2

xCez x −+= −  

Từ đây ta suy ra nghiệm tổng quát của phương trình: 
21

1
2

xCe
y

x −+
=

−
 

0=y  là nghiệm kì dị của phương trình. 

5.2.6. Phương trình vi phân toàn phần 

Là phương có dạng  

(5.7)  ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP , trong đó ( ) ( )yxQyxP ,,,  là những hàm số liên tục, có 

đạo hàm riêng thỏa mãn xy QP = . Khi đó QdyPdx +  là vi phân toàn phần của một hàm 

số ( )yxu ,  nào đó. Hàm ( )yxu ,  được xác định: 

(5.8)   ( ) ( ) ( ) +=

x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxu

0 0

,,, 0  

hoặc  ( ) ( ) ( ) +=

x

x

y

y

dyyxQdxyxPyxu

0 0

,,, 0  

Nghiệm tổng quát của phương trình: ( ) CCyxu (, =  là hằng số tùy ý ) 

Ví dụ 5.9. Giải phương trình ( ) ( ) 031 2 =+−+++ dyyxdxyx  

Ta có: 1== xy QP  

Vậy QdyPdx +  là vi phân toàn phần của  hàm số ( )yxu ,  . Tín ( )yxu ,  theo công 

thức (5.8) với 000 == yx , ta được:  

( ) ( ) ( )
3

3
2

31,
32

0 0

2 y
yxyx

x
dyydxyxyxu

x y

−+++=−+++=    

Nghiệm tổng quát của phương trình: C
y

yxyx
x

=−+++
3

3
2

32

 

5.3. Phương trình vi phân cấp hai 

5.3.1. Khái quát chung về phương trình vi phân cấp hai  

Phương trình vi phân cấp hai là phương trình có dạng  

(5.9) ( ) 0,,, = yyyxF  

Nếu giải được phương trình ấy đối với y  , nó có dạng 

(5.10) ( )yyxfy = ,,  

Họ hàm số ( )21,, CCxy =  gọi là nghiệm tổng quát của phương trình vi phân 

cấp hai (5.10) nếu khi gán cho mỗi 21,CC  một số bất kì ta được nghiệm của phương 

trình đó. Mỗi nghiệm nhận được từ nghiệm tổng quát khi gán cho mỗi 21,CC  một số 

xác định được gọi là nghiệm riêng của phương trình. 

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (5.10) thỏa mãn điều kiện  

 00 , yyyy ==  khi 0xx =  trong đó 000 ,, yyx   là các số thực cho trước được gọi là bài 

toán Cauchy. Điều kiện 00 , yyyy ==  khi 0xx =  được gọi là điều kiện ban đầu. 

5.3.2. Phương trình khuyết 

a) Phương trình khuyết yy ,  

(5.11)  ( )xfy = .  
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Lấy tích phân hai lần ta có nghiệm tổng quát: ( )( )  ++= 21 CxCdxdxxfy , trong 

đó 
21,CC  là các hằng số tùy ý. 

Ví dụ 5.10. Giải phương trình 2

x

ey =  

Ta có: 1
22

2

1
Cedxey

xx

+==   

            21
2

1
2

4

1

2

1
CxCedxCey

xx

++=













+=   

Ví dụ 5.11 Giải phương trình 
( )

0
4

22
=

+
−

x

x
y  

           
( )22 4+

=
x

x
y  

Ta có:  

( ) ( ) 1222 42

1

4
C

xx

xdx
y +

+
−=

+
=   

                   
( ) 212 2

arctan
4

1

42

1
1

CxC
x

dxC
x

y ++−=







+

+
−=   

b) Phương trình khuyết y  

(5.12)  ( )yxfy = ,  

Đặt yp = , ta có: yp = . Phương trình (5.12) được đưa về phương trình cấp 

một đối với p. 

Ví dụ 5.12. Giải phương trình 
x

y
y


=  

Đặt yp = , yp = . Phương trình trở thành: 

x

p
p =  hay 

x

p

p

dp
=   

x

dx

p

dp
=

1lnlnln Cxp +=  hay xCp 1=  

Thay yp = , ta được: xCy 1=  

Tích phân hai vế, ta được nghiệm tổng quát của phương trình: 2

2

1

2
C

xC
y +=  

c) Phương trình khuyết x  

(5.13)  ( )yyfy = ,  

Đặt yp = , ta có: 
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp
y == .  . Thay vào phương trình (5.13), phương 

trình trở thành phương trình cấp một đối với p. 

Ví dụ 5.13. Giải phương trình 12 2 += yyy  

Đặt yp = , 
dy

dp
py = . Phương trình trở thành 

12 2 += p
dy

dp
yp  
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1

2
2 +

=
p

pdp

y

dy
 

Lấy tích phân hai vế, ta được:  

( ) 1

2 ln1lnln Cpp ++=  hay ( )2

1 1 pCy +=  

5.3.3. Phương trình tuyến tính cấp hai với hệ số hằng. 

Là phương trình có dạng 

(5.14)  ( )xfyayay =++ 21
, trong đó 

21 , aa  là hai hằng số. 

Phương trình đươc gọi là thuần nhất nếu ( ) 0=xf , là không thuần nhất nếu 

( ) 0xf . 

a) Phương trình vi phân tuyến tính thuần nhất  

(5.15)  021 =++ yayay  

Định lí. Nếu )(),( 21 xyxy  là hai nghiệm độc lập tuyến tính ( nghĩa là 1

1

( )

( )

y x

y x
  

const) của phương trình (5.15) thì nghiệm tổng quát của phương trình (5.15) là 

)()( 2211 xyCxyCy +=  , trong đó 
21 , CC  là những hằng số tùy ý. 

Từ định lí trên cho thấy muốn tìm nghiệm tổng quát của phương trình tuyến 

tính thuần nhất (5.15), ta chỉ cần tìm hai nghiệm riêng độc lập tuyến tính của nó. Ta sẽ 

tìm nghiệm riêng của nó dưới dạng kxey = , trong đó k  là một hằng số nào đó mà ta sẽ 

tìm. Đạo hàm cấp 1 và cấp 2 của hàm số này là: 

             kxkx ekykey 2, == .  

Thế vào phương trình (5.15) ta được: 

( ) 021

2 =++ akakekx  

Vì 0kxe  nên suy ra  

(5.16) 021

2 =++ akak  

Vậy nếu k  thỏa mãn phương trình (5.16) thì hàm số kxey =  là một nghiệm của 

phương trình (5.15). Phương trình (5.16) gọi là phương trình đặc trưng của phương 

trình vi phân (5.15). Đó là một phương trình bậc hai, nó có hai nghiệm 
21,kk  thực hoặc 

phức. Có thể xảy ra 3 trường hợp: 

1) 
21,kk là 2 số  thực khác nhau. Khi đó phương trình (5.15) có 2 nghiệm riêng: 

xkxk
eyey 21 , == . Hai nghiệm ấy độc lập tuyến tính vì ( )

=
− xkk

e
xy

xy
21

)(

)(

2

1  const. Do đó 

nghiệm tổng quát của phương trình (5.15):  
xkxk

eCeCy 21

21 +=  , 21 , CC  là hai hằng số tùy ý. 

2) 21,kk  là 2 số thực  trùng nhau kkk == 21 . Ta có 1 nghiệm riêng kxey =1 , ta 

tìm được 1 nghiệm riêng kxxey =2  độc lập tuyến tính với 1y . Do đó nghiệm tổng quát 

của phương trình (5.15): kxkx xeCeCy 21 +=  

3) 21,kk  là 2 số phức liên hợp  ikik −=+= 21 , .  

Hai nghiệm riêng của phương trình (5.15) là ( ) xixxi eeey  == +

1 ,  
( ) xixxi eeey  −− ==2 .  

Dùng công thức Euler: xixe xi  sincos +=  

                                       

                                           xixe xi  sincos −=−  
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21 , yy  là hai nghiệm của phương trình (5.15) thì ( ) ;cos
2

1
211 xeyyy x =+=  

( ) xeyy
i

y x  sin
2

1
212 =−= cũng là nghiệm của phương trình ấy. Hai nghiệm ấy độc 

lập tuyến tính ( vì = x
xy

xy
cot

)(

)(

2

1 const ). Vậy nghiệm tổng quát của phương trình 

(5.15) là ( )xCxCey x  sincos 21 +=  

Ví dụ 5.14. Giải phương trình 065 =+− yyy  

       Phương trình đặc trưng 0652 =+− kk   có hai nghiệm thực phân biệt 

3,2 21 == kk . 

Do đó nghiệm tổng quát của phương trình là: xx eCeCy 3

2

2

1 += . 

Ví dụ 5.16. Giải phương trình 02510 =++ yyy  

Phương trình đặc trưng 025102 =++ kk   có một nghiệm kép  521 −== kk . 

Nghiệm tổng quát của phương trình là: xx xeCeCy 5

2

5

1

−− += . 

Ví dụ 5.17. Giải phương trình 0102 =+− yyy  

Phương trình đặc trưng 01022 =+− kk   có hai nghiệm phức liên hợp  

ik 312,1 = . 

Nghiệm tổng quát của phương trình là: ( )xCxCey x 3sin3cos 21 += . 

b) Phương trình tuyến tính không thuần nhất 

(5.17) ( )xfyayay =++ 21
 

Ở trên ta đã tìm được nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng 

(5.15) . Vậy để tìm nghiệm tổng quát của phương trình (5.17) ta áp dụng phương pháp 

biến thiên hằng số sau đây: 

Giả sử nghiệm tổng quát của phương trình tuyến tính thuần nhất tương ứng 

(5.15) là )()( 2211 xyCxyCy += , trong đó 
21,CC  là hai hằng số tùy ý. Khi đó nghiệm 

tổng quát của phương trình không thuần nhất (5.17) được tìm dưới dạng 

)()()()( 2211 xyxCxyxCy += , trong đó )(),( 21 xCxC  là hai hàm số thỏa mãn hệ: 





=+

=+

)(

0

2211

2211

xfyCyC

yCyC
 

Ví dụ 5.18. Giải phương trình xeyyy x ln44 2−=++  

Phương trình thuần nhất tương ứng: 044 =++ yyy . 

Phương trình đặc trưng: 0442 =++ kk 2−= k  

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất là: xx xeCeCy 2

2

2

1

−− += , với 

21 , CC  là hai hằng số tùy ý. 

Nghiệm tổng quát của phương trình không thuần nhất: 
xx xexCexCy 2

2

2

1 )()( −− += , với )(,)( 21 xCxC  là hai hàm số thỏa mãn hệ: 







=−+−

=+

−−−−

−−

xexeCeCeC

xeCeC

xxxx

xx

ln22

0

22

2

2

2

2

1

2

2

2

1
 

 






=−+−

=+

xCxCC

xCC

ln22

0

221

21
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



=

−=


xC

xxC

ln

ln

2

1  









+−=

++−=


22

1

22

1

ln

2
ln

2

KxxxC

K
x

x
x

C
   

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là: 

( ) xx xeKxxxeK
x

x
x

y 2

2

2

1

22

ln
2

ln
2

−− +−+







++−=  

c) Vài dạng đặc biệt -  phương pháp hệ số bất định 

 Đối với một số dạng đặc biệt của vế phải )(xf , có thể tìm được một nghiệm 

riêng của phương trình (5.17) mà không cần một phép tính tích phân nào. Chỉ cần 

cộng nghiệm riêng ấy vào nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng 

(5.15) ta sẽ được nghiệm tổng quát của phương trình không thuần nhất (5.17).  Ta sẽ 

tìm nghiệm riêng của (5.17) trong 2 trường hợp sau: 

Trường hợp 1. )()( xPexf n

x= , trong đó )(xPn  là một đa thức bậc n,   là hằng số. 

• Nếu   không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của (5.15), ta tìm một 

nghiệm riêng của (5.17) có dạng )(xQeY n

x= , trong đó )(xQn  là một đa thức bậc n. 

• Nếu     là một nghiệm đơn của phương trình đặc trưng của (5.15), ta tìm một 

nghiệm riêng của (5.17) có dạng )(xxQeY n

x= , trong đó )(xQn  là một đa thức bậc n. 

• Nếu     là  nghiệm kép của phương trình đặc trưng của (5.15), ta tìm một 

nghiệm riêng của (5.17) có dạng )(2 xQxeY n

x= , trong đó )(xQn  là một đa thức bậc n. 

Trường hợp 2. )sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn

x  += , trong đó )(xPn , )(xQm  là những 

đa thức bậc n,m,   ,   là các hằng số. 

•  Nếu  i  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng của (5.15), ta tìm 

một nghiệm riêng của (5.17) có dạng )sin)(cos)(( xxHxxKeY ll

x  += , trong đó 

)(),( xHxK ll  là các đa thức bậc ),max( nml = . 

• Nếu  i   là nghiệm của phương trình đặc trưng của (5.15), ta tìm một 

nghiệm riêng của (5.17) có dạng )sin)(cos)(( xxHxxKxeY ll

x  += , trong đó 

)(),( xHxK ll  là các đa thức bậc ),max( nml = . 

Ví dụ 5.19. Giải phương trình xyyy =−+ 43  

Phương trình thuần nhất tương ứng: 043 =−+ yyy  

Phương trình đặc trưng:  0432 =−+ kk  có 2 nghiệm đơn 4,1 21 −== kk  

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là xx eCeCy 4

21

−+=  

Vế phải của phương trình có dạng: )()( xPexf n

x= , trong đó xxP == )(,0 1  

0=  không phải là nghiệm của phương trình đặc trưng, vậy ta tìm nghiệm riêng của 

phương trình có dạng BAxY += . 
 0, == YAY  

Thế vào phương trình trên, ta được: xBAxA =−− 443  

Suy ra : =−=− 043,14 BAA
16

3
,

4

1
−=−= BA

16

3

4

1
−−= xY  

Nghiệm tổng quát phải tìm là: xx eCeCxy 4

21
16

3

4

1 −++−−=  
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Ví dụ 5.20. Giải phương trình xxyy sin4=+  

Phương trình thuần nhất tương ứng: 0=+ yy  

Phương trình đặc trưng:  012 =+k  có 2 nghiệm phức ik =2,1  

Nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng là 

xCxCy sincos 21 +=  

Vế phải của phương trình có dạng: )sin)(cos)(()( xxQxxPexf mn

x  +=  , trong 

đó xxQxP 4)(,0)(,1,0 10 ====   

i=    là nghiệm của phương trình đặc trưng, vậy ta tìm nghiệm riêng của phương 

trình có dạng ( ) ( )( )xDCxxBAxxY sincos +++= . 

 ( ) ( )DBxCxAxxBDxAxCxxY +−+−++++= 2sin2cos 22  

     ( ) ( )CBDxAxCxxADBxCxAxxY 224sin224cos 22 +−−−−+++−+−=  

Thế vào phương trình trên, ta được: 

( ) ( ) xxCBAxxADCx sin4224cos224 =+−−+++  

Đồng nhất hệ số hai vế, ta có:  1,0,0,1 ===−= DCBA ( )xxxxY cossin −=  

Nghiệm tổng quát phải tìm là: ( ) xCxCxxxxy sincoscossin 21 ++−=  

          Ví dụ 5.21. ( Bài toán quá độ )  

 Cho mạch điện  như hình vẽ: 

                                             
       Tại t = 0 đóng khóa K lại. Tìm cường độ dòng điện )(ti  chạy trong mạch điện. 

Khi khóa K đóng: LR UUE +=  

      Mà iRUR = ; 
dt

di
LU L =  

 Ta có: E
dt

di
LiR =+ .Vậy để tìm cường độ dòng điện )(ti  ta phải giải phương 

trình trên. Đây là phương trình tuyến tính cấp một đối với )(ti . Giải ra ta 

được: ( )
R

t
L

E
i t Ce

R

−

= +  

   Bài tập.         

Câu 1.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh vi phân cÊp 1 sau: 

1) 4' 3 ln
y

y x x
x

− =                            
2

9) 2 xy xy xe− + =   

2) 
4

4
5 ' 4

x
y y

y
− =                                            ( ) ( )

2
2 210) 1 2 1x y xy x+ − = +                          

3) 02 =+ dyxydx                                          11) 2' 4 0y x y+ + =  

4) 
2

2
'

y y
y

x x
= −                            12) 2 2'cos 1y x y tg x+ = +  
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25) xy x e =                    13) 0ln)1( 2 =++ xdyxdxy  

6) cos
ln

y
y x

y
 =                                   14) ( ) 0xy e dx xdy+ + =  

2 2
7) 0

1 1

xdy ydx

y x
+ =

− −
                                15) ( )22 6 0ydx y x dy+ − =  

( ) ( )2 28) 1 1 2 0x x y x y x+ − − + =                     16) 3 3y xy x y + =   

Câu 2.  Gi¶i c¸c ph­¬ng tr×nh vi phân cÊp 2 sau: 

1) '' 'y x xy= −          8) 
3

'' ' 0y y
x

+ =  

2) 2 '' 4 0xe y − =                                             9) 2'' 4 ' 2 xy y e+ =  

3) 3'' 4 ' 3 sinxy y y e x− + =  10) '' 3 ' 2 0y y y− + =  

4) '' 2 ' 2 2 xy y y e− + =          11) 2''cos 1 0y x− =  

5) tany y x + =                                            12) 2 3 cosxy y y e x− − + =   

6) 7 6 s inxy y y − + =                                   13) 2 49 20 xy y y x e − + =   

7) 3 2 6y y x − = −                                        14) 2 4 xy y y e− + + =   

Câu 3. Giải các bài toán Cauchy sau: 

1) 
( ) ( )

( )0; 1 1
1 1

dx dy
y

x y y x
+ = =

− +
                 4) ( ) ( )

32 1
1 ; 0

1 2

y
y x y

x
 − = + =

+
 

2) ( ) ( )2 21 ; 0 0x xe y dy e dx y+ = =                    5) ( ) ( )21 1; 0 0x y xy y+ + = =   

3) 2sin x ln 0;
2

dy y ydx y e
 

− = = 
 

              

6) ( ) ( )2 2 5cos ; 0 1; 0 0y y y x y y  − + = = =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 76 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


